《数学 奥林匹克 题库 》 编 印 出 版， 我 以 为 将 
起 直接 和 间接 两 层 作 用 。 

直接 作用 是 ， 提高 我 国 表 少年 数学 爱好 者 的 
解 题 能 力 ， 促 进 国内 数字 竞赛 活动 ， 有 助 于 我 国 
在 国际 竞赛 中 保持 优 妇 。 

间接 作用 是 ， 提 高 我 国 青 少年 科学 爱好 者 科 
学 思维 能 力 ， 促 进 科 学 队伍 后 备 力量 成 长 ， 有 助 
于 我 国 日 后 四 化 建设 ， 
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在 第 三 十 届 国 际 奥林匹克 中 学 数学 竞赛 中 ， 
我 国 取得 了 团体 冠军 ， 人 深远 
加 意义 的 “ 震 的 突破 ”， 值 得 我 们 热烈 欢呼 ， 有 充 

分 理由 相信 今后 站 和 最 的 生 们 他 域 中 将 会 取得 越 
2 来 越 多 的 世界 冠军 ， 和 希望 《数学 奥林匹克 题库 》 
在 这 过 程 中 将 起 到 它 应 有 的 作用 。 
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奥林匹克 运动 作为 一 种 运动 ， 是 力量 、 灵 活 与 美的 竞赛 ; 数 
学 奥林匹克 作为 一 种 数学 竞赛 ， 也 是 数学 上 的 力量 、 灵 活 与 美的 
竞争 。 

1985 年 ， 我 国 首次 派 两 名 高 中 学 生 参 加 国际 数学 奥林匹克 
(IMO ) 这 个 世界 上 规模 和 影响 最 大 的 学 科 竞 赛 ， 获 得 一 要 饥 
牌 ， 1986 年 ， 我 国 派 出 六 名 学 生 组 成 的 代表 队 ， 获 金牌 三 枚 ， 
银牌 和 铜牌 各 一 玫 ，1987 年 ， 获 人 金牌、 银牌 和 铜牌 各 两 妆 ; 1988 
年 ， 获 金牌 两 枚 ， 银 牌 四 枚 ， 总 分 第 二 ; 1989 年 ， 获 金牌 四 枚 ， 
银牌 两 枚 ,， -总 分 高 居 第 一 ， 这 是 亚洲 国家 第 一 次 获得 这 项 冠军 。 
1990 年 IMO 〇 在 我 国 首都 举行 。 这 也 是 第 一 次 在 亚洲 国家 举行 
IMO ,这些 令 人 路 目的 成 绩 ， 一 系列 振奋 人 心 的 消息 ， 激 励 着 我 
们 每 个 数学 工作 者 和 和 中学生， 也 将 为 增强 与 世界 各 国人 民 的 友 
人 这， 促进 我 国 科 学 与 教育 事业 的 发 展 ， 提 高 氏族 自信 心 起 到 促进 
作用 。 

数学 奥林匹克 越 来 越 成 为 中 学 生 课外 生活 中 有 强大 吸引 力 的 
活动 ， 我 国 各 地 数学 轴 林 匹克 学 校 纷纷 建立 ， 各 中 学 校 数学 课外 
小 组 活 紧 蜡 常 ， 许 多 还 是 小 学 生 、 初 中 生 就 路 路 欲 试 ， 渴 望 以 数 
”学 竞赛 的 优 蜡 成 绩 冲 向 全 中 国 ， 走 向 全 世界 。 

在 国内 ， 数 学 竞赛 有 ， 华罗庚 金 杯 少年 数学 邀请 赛 ; 全 国 初 
中 数学 联赛 ; 全 国 高 中 数学 联赛 ; 全 国 中 学 生 数 学 冬令 营 等 。 在 
国际 上 ， 有 国际 数学 奥林匹克 ;还 有 苏联 、 美 国 、 罗 马 尼 亚 、 匈 
牙 利 等 国 的 数学 竞赛 。 许 多 数学 工作 者 、 学 生 都 想 了 解 竞赛 ， 了 
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解 竞赛 的 试题 ， 知 道 这 些 如 何 去 解 。《 数学 奥林匹克 题库 》 正 是 
应 这 方面 的 需求 出 版 的 。 

《 数学 奥林匹克 题库 》 汇 集 了 国内 外 重大 数学 竞赛 的 试题 和 
解答 。 这 些 竞 赛 试题 构思 独特 ， 新 颖 别致 ， 灵 活 深 邃 ， 内 容 广 ， 
内 涵 深 。 解 这 些 题 ， 不 仅 需 较 扎实 的 基础 知识 和 基本 技能 ， 也 需 
要 灵活 的 思维 和 坚强 的 朵 力 。 因 此 ， 常 以 竞赛 题 进行 训练 ， 就 可 
较 快 地 提高 数学 水 平 ， 对 于 那些 有 志 于 参加 数学 竞赛 的 中 学 生来 
说 ， 做 竞赛 题 更 是 不 可 少 的 训练 环节 。 

《 数学 奥林匹克 题库 》 为 全 国 的 中 学 数学 教师 服务 ， 为 全 国 
的 数学 爱好 者 服务 ， 为 全 国 的 数学 奥林匹克 服务 ， 为 各 中 学 的 数 
学 课外 小 组 服务 ， 为 支持 子女 学 好 数学 的 家 长 服务 ， 为 一 切 关心 
数学 奥林匹克 运动 的 人 士 服务 。 
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关于 苏联 中 学 生 数 学 苑 赛 


苏联 是 把 数学 竞赛 与 奥林匹克 运动 联系 在 一 起 的 最 早 的 国 
家 ， 早 在 二 十 世纪 三 十 年 代 就 在 一 些 城市 举行 了 奥林匹克 数学 竞 
赛 。1961 年 至 1966 年 举行 的 第 1 届 至 第 6 届 全 俄 奥林匹克 数学 竞赛 
就 已 经 具有 全 苏 的 性 质 ， 因 为 除了 俄罗斯 各 州 外 ， 苏 联 大 多 数 加 
盟 共 和 国都 派 队 参加 了 。1967 年 苏联 教育 部 把 奥林匹克 数学 竞赛 
的 主要 组 织 工 作 承 担 下 来 ， 并 成 立 全 苏 数 理化 奥林匹克 中 央 组 委 
会 , 从 这 年 起 , 正式 命名 为 “全 苏 奥 林 匹 克 数 学 苑 赛 ， 每 年 举行 一 
次 ， 了 吸收 八 年 级 至 十 年 级 的 学 生 参 加 ， 至 1989 年 已 举办 了 23 届 ， 
此 外， 苏联 一 些 加 盟 共和 国 和 一 些 城 市 也 举办 数学 竞赛 活动 。 

本 书 介绍 了 第 1 届 至 第 6 届 (1961 一 1966 ) 全 俄 数学 竞赛 以 
及 第 1 届 至 第 23 届 《 1967 一 1989 ) 全 苏 数学 竞赛 的 全 部 试题 ， 每 
一 届 试 题 都 注 明 了 举办 的 时 间 ， 并 注 明 各 年 级 的 试题 号 。 对 1979 
年 以 前 的 各 届 试 题 作 了 比较 详细 的 解答 ， 对 1980 年 以 后 的 试题 作 
了 向 短 的 提示 。 本 书 主要 是 根据 苏联 科学 出 版 社 的 《4 3A4HA1H 
PCcFECco1iD3EDPIX MATEMATHYECKHX OJIHMIIH- 
A》(1988 年 版 ) 译 出 的 ， 第 22 届 和 第 23 届 全 苏 竞赛 则 是 从 其 它 
资料 翻译 的 。 

苏联 是 数学 奥林匹克 的 大 国 ， 苏 联 数学 竞赛 的 试题 内 容 广 
泛 ， 形 式 新 蜂 ， 有 些 试题 虽然 解法 是 初等 的 ， 但 是 题 且 的 本 身 或 
者 朝 景 已 涉及 到 数学 分 析 ， 图 论 ， 组 合 论 ， 规 划 论 ， 数 论 等 分 支 
的 一 些 基 本 思想 和 万 法 。 


在 本 书 的 后 面 有 一 个 根据 试题 内 容 或 解 题 方法 的 分 类 索引 ，， 
把 本 书 的 510 道 试题 分 为 23 类 ， 供 读 用 参考。 
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第 一 届 ( 1961 年 ) 


年 级 
8 1! 2 3 4 51, 
9 61，7 8 9 10 
10 Il 12 7 62, 65,, 


1 .已 知 一 图 形 由 16 条 线段 构成 ( 图 1 ) .证明 不 能 作出 
穿 过 每 条 线段 正好 一 次 的 折线 。( 折线 可 能 是 不 封闭 的 和 自 相交 
的 ， 但 它 的 顶点 不 能 在 线段 上 ， 而 它 的 边 可 以 通过 图 形 的 顶 
点 。 ) 
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贺 1 图 2 
2 。 以 矩形 的 项 点 为 中 心 作 半径 分 别 为 ri1、r2、rsa、r4 的 和 
个 圆周 1 、2 、3 、4 ， 同 时 ri 十 fs 二 rs 十 rt4 达 4， 其 中 d 为 矩形 
的 对 角 线 长 (图 2 ) 。 再 作 圆 周 1、3 与 圆周 2 、4 的 4 条 外 公 
茹 线 ， 证 明 :， 由 这 4 条 直线 所 围 成 的 四 边 形 有 一 个 内 切 圆 ， 


3 . 证 明 ， 在 任何 39 个 连续 自然 数 中 存在 一 个 自然 数 ， 它 的 
各 位 数字 之 和 能 被 11 整 除 . 

4 。 有 一 张 4 x 生 个 格子 的 表格 ， 在 它 的 某 些 格子 中 放 着 小 
星星 。 证 明 : 可 以 这 样 来 分 放 了 个 小 星星 ， 使 得 在 划 去 这 张 表 烙 
的 任何 两 行 和 任何 两 列 之 后 ， 在 剩 下 的 格子 中 总 至 少 有 一 个 小 星 
星 。 并 证 明 ， 如 果 小 星星 少 于 了 7 个， 那么 总 能 划 去 两 行 和 两 列 使 
剩 下 的 格子 都 是 空 

5 。1 ) 已 知 一 组 正 数 (4c，2，c，d ) ， 按 照 以 下 规则 可 得 
到 新 的 数组 (ab，bc，cd，da ) : 每 一 个 数 乘 以 后 一 个 数 ， 第 4 
个 数 乘 以 第 一 个 数 。 这 轨 这 个 规 风 过 可 以 竺 到 第 一 组 、 第 四 组 
守 等 。 证明， 在 所 得 的 这 个 数组 序列 中 ， 除 当 a=b=c=d= 1 
外 ， 不 会 外 次 出 现 (a,， 45,，c，d ). 

2 ) 给 定 任意 一 由 2 个 1 与 一 1 组 成 的 数组 ， 按 照 以 下 规 
则 可 以 得 到 新 数组 : 每 一 个 数 乘 以 后 -一 个 数 ， 而 第 2 个 数 乘 以 
第 一 个 数 。 又 可 以 按 这 个 规则 再 得 到 新 的 数组 ， 证 明 :， 最终 能 得 
到 全 由 1 构成 的 数组 。 

6 . 1 ) 点 4 和 如 以 同样 的 角速度 分 别 沿 着 中 心 在 D, 和 O: 的 
圆周 作 勾 速 运动 〈《 按 硕 时 针 方 向 ) 。 证 明 : 正三 角形 4BC 的 顶点 
C 也 沿 着 茶 个 圆周 作 勾 速 运 动 ， 

: 2 ) 平面 上 的 固定 点 P 到 等 边 三 角形 48C 的 项 点 4、B 的 距 
离 分 别 为 4P= 2 ; BP=3, 求 CP 的 最 大 值 . 

7 。 有 一 张 填 满 了 数 的 m Xn 表格 ， 可 以 同时 改变 其 某 一 列 
或 者 某 一 行 中 所 有 数 的 符号 。 证 明 ， 多 次 重复 上 述 运 算 能 使 原来 
的 表格 变 成 任何 一 列 以 及 任何 一 行 的 所 有 数 之 和 为 非 负 数 . 

8 。 +1 个 扩 被 互 不 交叉 的 线段 所 连接 ， 可 以 从 一 个 点 出 发 沿 
着 这 些 线段 到 达 其 它 任何 点 ， 同时 不 存在 由 两 条 不 同 的 路 径 连接 
起 来 的 两 个 点 。 证 明 这 些 线段 的 总 数 等 于 n 一 1 。 

9 。a、b、p 为 任意 整数 . 证 明 : 一 定 能 找到 互 质 的 两 个 


人 


数 k、!， 使 ak 十 51 能 被 bp 整除 . 

10。 科 尼 亚 和 别 符 两 人 分 24 十 1 个 核桃 ，n 之 2， 同 时 每 一 个 
人 都 想 尽 可 能 多 得 。 假 设 有 三 种 分 法 ( 每 一 种 分 法 有 三 步 ) 。 

第 一 步 ， 别 佳 把 所 有 核桃 分 成 两 份 ,每 一 份 不 少 于 两 个 核桃 ， 

第 二 步 ， 科 尼 亚 再 把 每 一 份 分 成 两 份 ， 每 一 份 不 少 于 1 个 核 
桃 。( 第 一 步 、 第 二 步 对 于 三 种 方法 都 一 样 。 ) 

第 三 步 ， 在 第 一 种 方法 中 科 尼 亚 取 最 多 的 那 一 份 和 最 少 的 那 
一 份 ; 在 第 二 种 方法 中 科 尼 亚 取 两 份 中 等 的 ， 在 第 三 种 方法 中 利 
尼 亚 或 者 取 最 多 的 与 最 少 的 两 份 ， 或 省 取 两 份 中 等 的 ， 但 是 按 规 
则 他 要 送 给 别 佳 一 个 核桃 ， 

试 确定 ， 哪 种 方法 对 科 尼 亚 最 有 利 ， 哪 种 方法 对 他 最 不 利 ? 

11。 证 明 ， 在 任意 3 个 自然 数 无 穷 数列 

gy gs, a 
bi, b,, pp D ， 。 
o), 6s, 0, . 
中 一 定 能 找到 下 标 p 和 gq， 使 a 之 as，6, 之 bs，cp 之 co. 

12。120 个 边 长 为 1 的 正方 形 放 在 边 长 分 别 为 20 和 25 的 矩形 
中 。 证 明 ， 可 以 把 直径 为 1 的 圆 放 到 矩形 中 去 ， 使 它 和 任 何 正方 
形 不 相交 。 


第 二 届 (1962 年 ) 


年 级 
8 13 14 15 16 17 
9 18 19 20 21 17 
10 22 23 24 25 26 
13。 在 串 四 边 形 48CD 的 四 条 边 48、BCL、CD 和 DA 的 延长 
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一 一 > 一 一 > > 一 一 > 一 一 汶 
线 上 取 点 4、B’、C’'、D', 使 B88’=AB、 CC'=BC、DD'= 
CD. AA' -DA 证 明 ， 四边 形 A4B'C'D’' 的 面积 是 四 边 形 
ABCLD 面 积 的 5 售 . 

14。 在 平面 上 给 定 圆 周 S 和 经 过 圆周 S 中 心 0 的 直线 I。 过 点 0 
任意 作 一 圆周 3', 其 中 心 在 直线 {上 。 求 圆周 S 和 3 的 公 切 线 与 圆 
周 3 的 切 点 用 之 集合 . 

15。 给 定 正 整数 cu， ai，02，…，000，4100， 且 已 知 ; 
G1>a0, G2=341—240, 4as=3q2—24a1,, G100—=34060—2408. 
证 明 ，; 

Qa100 >2",， : 

16。 证 明 : 不 存在 整数 c、p.c.d,， 俩 得 表达 式 azs 十 bz2 十 cr- 
十 d 当 z 一 19 时 值 为 1， 而 当 z 一 62 时 值 为 2 

17。 在 nXn 的 正方 形 表 格 中 任意 地 填 上 1 或 省 一 1!， 1 为 奇 
数 。 在 每 一 列 的 下 面 写 上 这 一 列 中 所 有 数 的 乘积 ， 而 在 每 一 行 的 
右边 写 上 这 一 行 中 所 有 数 的 乘积 。 证明， 所 写 的 2n 个 乘积 的 和 不 
等 于 零 .* 

18。 已 知 两 条 边 求 作 一 个 三 角形 ， 使 得 这 两 条 边 的 中 线 相交 
成 直角 ， 

19。a、6b、c、d 是 乘积 为 1 的 4 个 正 数 。 证 明 ， 

a +b*+c*+d*-rabt+actadtbct+bd+ecd>10 

20。 给 定 正 五 边 形 ， 杂 是 其 内 部 (或 边界 上 ) 的 任意 点 . 
从 扩 放 到 五 边 形 各 边 的 距离 《或 到 各 边 延 长 线 的 距离 ) 按照 依 
次 增 大 的 次 序 编号 : ri 和 ra 入 7 ， 求 合 rs 取 记 小 值 的 点 
妈 的 所 有 位 置 ， 并 求 出 使 >* 取 最 大 值 的 点 M 的 所 有 位 置 。 

21。 任 取 一 个 能 被 9 整除 的 1962 位 的 数 ， 它 的 各 位 数字 之 和 
记 为 6，4 的 各 位 数字 之 和 记 为 bp，8 的 各 位 数字 之 和 记 为 c。 问 ， ec 
等 于 多 少 ? 

” 。 对 8 年 级 假设 n=25， 
8 


六 


22。 从 等 腺 三 角形 ABC 的 底 边 4C 上 的 中 点 诗作 8C 边 的 垂 
线 彤 号 ， 氮 六 为 线段 杂 互 的 中 点 ， 证 明 4 互 -LBP， 
23。 一 个 三 角形 的 三 条 边 4a、58、c 之 间 有 下 列 关 系 : 
0 委 4 委 1 委 0 和 2 过 <c 委 3， 
那么 三 角形 般 最 大 面积 等 于 多 少 ? 
24。Zz、!、z 征 两 两 不 相等 的 整数 。 证 明 : 
(z 一 ! ) 十 《2 一 z) 十 (2 一 x )5 能 被 5(y 一 z) (z 一 2)(x 一 y) 
25。 已 项 数 ao、a:、….a 满 足 ao 一 as 一 0， 且 对 一 切 
k (R=1, 2,，…， 1 一 1 ) 有 Qs- 1 一 2ak 十 at 之 0， 
证 明 ， 所 有 as 非 正 。 
26。 给 定 正 数 qj、as、*…、an, bi、62:、*…、b,， 鼎 
Qi1 十 az 十 … 十 qm 二 1 十 0 2 十 … 十 b,。 
证 明 ， 可 以 把 至 多 m 十 n 一 1 个 正 数 放 到 m 行 % 别 的 空 表格 中 去 ， 使 
得 第 i 行 的 一 切 数 之 和 和 等 于 a;， 而 第 k 列 的 一 切 数 之 和 等 于 刀 ，。 


第 三 届 (1963 年 ) 


年 级 
8 27 28 291， 30 311,) 
9 32 33 34 312, 28 
10 35 36 37 29, 28 
ll 38 28 39 40 29,, 
27。 已 知 五 个 圆周 中 的 任意 四 个 经 过 同一 点 。 证 明 存 在 一 个 
点 ， 使 得 五 个 圆周 都 经 过 这 个 点 ， 
28。 8 个 人 参加 国际 象棋 循环 赛 ， 规 定 胜 者 得 1 分 ， 平 者 得 
0.5 分 ， 输 省 得 0 分。 已 知 他 们 的 得 分 不 同 。 了 到 得 第 二 名 的 衬 手 


人 


的 得 分 是 后 四 名 棋 手 得 分 前 总 和 。 问 : 第 三 名 棋 手 和 第 七 名 棋 手 

之 间 的 比赛 结果 如 何 ? 四 | 

29。 1 ) 凸 四 过 形 4BCD 的 每 条 对 角 线 才 等 分 它 的 面积 证 
明 4BCD 是 平行 四 边 形 . 

2 ) 给 定 一 电 六 边 形 48CDEF， 且 已 知 : 对 角 线 4D、 BE 
人 都 竺 分 它 它 的 面积 . 证 明 这 些 对 角 线 都 相交 于 一 点 。 

自然数 c 和 8 互 质 。 证 明 : a 十 6 与 a* 十 b* 的 最 大 公约 数 等 
1 | 
4、8 订 点 是 圆周 上 的 定点 ， 而 点 有 是 圆周 上 的 动 点 。 

区 二 股 /B 六 中 点 帮 作 二线 17 .4 的 和 全 所 

1 ) 证 明 ， 所 有 直线 KP 都 经 过 同一 个 点 。 

2 ) 求 点 P 的 集合 . 

32。 给 定 边 长 为 1 的 等 边 三 角形 。 求 最 小 的 4d， 使 长 度 为 d 
的 线段 在 它 的 两 端点 沿 着 三 角形 的 各 边 滑动 时 ， 它 的 轨迹 能 覆盖 
丈 个 三 角形 。 

33。 尺 寸 6X 6 的 棋盘 由 18 个 尺寸 为 2 x1 的 多 米 诺 骨 牌 所 覆盖 
《 每 一 个 骨牌 盖 着 两 个 格子 ) 。 证 明 : 在 任何 一 种 那样 的 覆盖 中 
总 可 以 把 棋盘 沿 着 水 平方 向 或 垂直 方向 前 为 两 部 分 ， 而 不 影响 任 
何 一 个 骨牌 . 
” ”34。 给 定 n 个 不 同 的 正 数 a1:、a:、…、a,， 用 它们 组 成 一 切 可 
能 的 和 (分别 有 1 至 n 个 加 数 ) 证 明 ; 在 这 些 和 中 至 少 存在 
n(n 十 1)/A2 个 两 两 不 同 的 数 。 

35。 在 三 角形 48C 中 作 角 4、B 的 角 平分 线 ， 然 后 从 顶点 C 
作 这 些 角 平分 线 的 平行 线 ， 再 连结 它们 的 交点 了 、E。 已 知 直线 
DE 平行 于 直线 4B. 证明; 三 角形 4BC 是 等 腰 三 角形 . 

36。 给 定 一 无 穷 算术 级 数 ， 它 的 每 一 项 都 是 正 整数 ， 目 其 中 
一 项 是 完全 平方 数 。 证 明 : 这 个 级 数 有 无 穷 多 个 完全 平方 数 。 

37。 给 定 一 正 45 边 形 。 问 : 能 至 把 0、!、…、9 这 10 个 数字 
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放 到 它 的 顶点 上 ， 使 得 对 于 任何 两 个 不 同 的 数字 都 存在 一 条 边 ， 
这 条 边 的 两 端点 用 这 两 个 数字 标号 。 z 
38。 求 实数 aq、5、p、9， 使 等 式 
(2z 一 ! ) ~ (artb) = (z+pr+g) 
对 于 任何 x 成 江 ，。 

39。 在 圆周 前 一 直径 的 两 端 上 标 着 数字 1 ， 把 所 得 的 每 一 个 
半圆 周 下 等 分 ， 并 在 两 条 台 的 分 点 写 上 其 端点 上 的 数字 之 和 (第 
一 步 ) 。 然后 再 等 分 所 得 到 的 4 条 弧 ， 并 在 它们 的 分 点 写 上 其 瑞 
点 的 数字 之 和 (第 二 步 》。.。 共 进行 了 n 次 。 求 所 富 出 的 一 切 数 竺 
之 各 ， 

40。 在 等 腰 三 角形 内 求 这 样 的 点 集 ， 从 这 些 点 到 属 边 的 距离 
等 于 它们 到 两 腰 距 离 的 几何 平均 值 、 


第 四 届 (41954 年 ) 


8 41 42 43 44 451) 
9 41 46 47 48 49 
10 50 51 451,.s, 52 53 
11 54 55 52 53 44 
41。 已 各: 三 角形 中 两 条 边 的 高 不 小 于 这 两 条 边 。 求 三 角形 
移 内 和 角 。 
42。 证明; m (mm 十 1 ) 不 是 任何 整数 的 医 ， 其 中 mm 为 目 然 数 ， 
43。 对 1 至 1000000000， 求 每 一 个 数 的 各 位 数字 之 和 再 对 
所 得 的 10 亿 个 数 ， 求 每 一 个 数 的 各 位 数字 之 和 ，…， 下 到 得 到 10 
亿 个 一 位 数 为 止 。 问 : 所 得 的 数 中 1 多 还 是 2 多 ? 
44。 给 定 任 意 一 组 ?个 整数 Ci 、Q2s、"…*、Q2h+1， 由 它 可 得 到 


| 


有 » dQd:Ta 、 = 
呈 填 4、 于 十 9、…、9= 5 二 2、 人 二， 由 这 一 组 按照 同 


一 规则 又 可 得 到 新 的 一 组 ，…。 证 明 : 如 果 所 得 数 都 十 整数 ， 则 
所 有 初始 数 都 相等 。 

45。 1 ) 在 吓 六 边 形 4BCDEF 中 所 训 角 稳 相 告 :， 
证 明 : AB 一 DE 二 FEF-~-BC=CD—HA. 

2 ) 反 过 来 证 明 : 由 长 度 分 别 为 a1、a;、as、a4、as、Qae 二 
满足 条 件 41 一 4q4 二 45 一 42 二 a3 一 Q6| 鸭 六 条 线段 三 2 作成 一 个 各 个 
内 角 都 相等 的 号 六 边 形 . 

46。 忒 方程 : 


的 整数 解 。 1964 

47。 从 囊 四 边 形 48CD 的 顶点 作 它 的 对 角 线 的 牌 线 ,证 尖 ， 
由 牌 足 构成 的 四 边 形 与 原 四 边 形 相 似 . 

48。 求 使 (nn 一 1 ) ! 不 能 被 x” 整除 的 一 切 林 自然数 n。 

49。 在 平面 上 有 一 个 由 边 长 为 1 的 正六 边 形 构成 的 网 格 《 图 
3 ) 。 昆虫 在 网 格 线 上 从 结 点 4 沿 着 长 度 为 100 的 最 短路 径 候 到 
结 点 8。. 证 明 ， 在 甲虫 现行 过 程 中 有 一 半 的 路 程 息 行 的 方 同村 辣 。 


50。 四 边 形 ABCD 是 圆 O 的 外 切 四 边 形 . 证 明 ， 角 A40B 与 角 : 
COD 之 和 等 于 180"。 


12 


51 。a、0 及 nn 是 固定 的 自然 数 ， 且 对 任何 自然 数 & (了 b ) ， 
a 一 Rk" 能 被 0 一 整除、 证明，a==6"， z 
52。 在 表示 式 x1 : zz : … : Xx, 中 用 加 括号 来 指出 运算 次 序 ， 
其 结果 可 记 为 分 数 形式 : 1 
Ti Ti Ti 
Tj TT 
( 同时 ，z1、xs。、…、X, 中 的 每 一 个 字母 可 能 在 分 子 上 ， 也 可 能 
在 分 苹 上 。 ) 
问 : 用 一 切 可 能 的 办 法 加 括号 能 得 到 多 少 个 不 同 的 分 数 ? 
53。 把 立方 体 分 成 互 不 重生 的 四 面体 。 问 ， 这 样 的 四 面体 最 
少 有 多 少 个 ? 

: 54。 求 最 大 的 完全 平方 数 。 已 知 : 这 样 的 完全 平方 数 在 减 去 
它 的 最 后 两 位 数字 后 仍然 是 一 个 完全 平方 数 ( 假设 所 减 的 数字 不 
全 为 0 ) 。 

55。 四 边 形 48CD 是 一 圆周 的 外 切 梯形，E 是 对 角 线 AC、 
BD 的 交点 ，ri.rs、ra、74 分 别 是 三 角形 4BE、BCE、CDE、 
DAE 的 内 切 圆 的 半径 。 证明， 


1 1 ll 


Tr 


8 561) 5r 58 59 60 
9 61 62 63 64 65 
10 5962) 66 671,)681,)69 
il 63 62)f0 68,,7! 


”56。 1 )2 个 互相 独立 的 数 zl 、zz 、…、z 分 别 取 值 1、0 或 
一 1。 求 这 2# 个 数 的 两 两 乘积 之 和 的 最 小 倘 。 

2 ) 求 绝 对 值 不 超过 1 的 "个 数 的 两 两 乘积 之 和 的 最 小 值 。 

57。 有 3 X 3 个 格子 的 棋盘 和 9 张大 小 为 一 个 格子 的 卡片， 在 
这 些 卡 片上 各 写 着 一 个 数 。 两 个 人 轮流 把 这 些 卡片 放 到 棋盘 格子 
里 去 。 在 所 有 卡片 放 完 之 后 ， 第 一 个 人 计算 最 上 一 行 与 最 下 一 行 
中 6 个 数 之 和 ， 第 二 个 人 计算 最 左 一列 和 最 右 一 列 中 6 个 数 之 
和 。 和 数 较 大 者 取胜 。 证明: 当 第 一 个 人 采 到 正确 策略 时 ， 不 管 
卡 厂 上 写 了 些 什 么 数 第 二 个 人 都 不 可 能 赢 . 

58。 给 定 一 圆 内 接 三 角形 4BC， 连 结 弧 4C 的 中 点 与 弧 4B 
”BC 的 中 点 之 驼 与 4B、BC 分 别 相 交 于 D、E 两 点 . 证明, 线段 

已 平行 于 边 4C 并 且 经 过 三 角形 4BC 的 内 切 圆 的 中 心 。 

59。 公 共 汽 车 票 的 号 码 是 六 位 数 ， 如 果 号 码 的 前 三 位 数字 之 
和 等 于 后 三 位 数字 之 和 ， 则 称 有 这 个 号 码 的 票 是 “幸运 ”的 。 证 
明 ， 所 有 幸运 票 的 号 码 之 和 能 被 13 整 除 . 

60。 在 一 座 小 岛 上 有 一 发 探照灯 ， 其 光 柱 照射 长 度 为 a 的 海 


uh Mh tt wu Mt Mu wk 
Wu WP 


“ ,“_™*, 转 时 ， 其 光 柱 末端 的 速 度 为 v。 证 明 ， 最 

2 

.“. -0 .".” 现 

3".“."。 61。 有 100 个 民兵 ,每 天 晚上 三 个 人 值 

i 班 。 证明， 不 能 排出 使 两 个 人 恰好 一 起 值 
图 4 一 次 班 的 值班 表 . 


62。 给 定 一 周 长 为 2p 的 三 角形 。 平行 于 三 角形 的 底 且 与 内 切 
圆 相 切 的 直线 被 三 角形 的 两 腰 所 截 得 到 一 条 线段 ， 求 这 条 线段 的 
最 大 长 度 . 
63。 人 个 数 z (2 1 一 1，2，…， ?1 ) 满足 下 面 nn 个 方程 ; 
ZH 十 2 十 ZN 一 0(i jj, k=0, 1,，.…, nn), 
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让 明 : 仔 人 在 数 al、 Qd2、''’*、 dn, 使 对 任何 i ] 有 Xi 二 Qi 一 Qj。 

64。 人 能 否 把 1965 个 点 放 到 边 长 为 !1 的 正方 形 中 ， 使 得 面积 为 
1 /A200、 边 平行 于 正方 形 之 边 的 任何 矩形 内 部 至 少 含有 一 个 这 样 
的 把 ? 

65。 用 两 个 最 相 邻 的 整数 之 一 来 取代 一 个 数 ， 称 为 四 会 五 
入 、 

给 定 ? 个 数 。 证 明 : 可 以 这 样 来 把 它们 四 含 五 入 ， 使 任意 m 
( 1m<<n ) 个 已 四 含 五 入 的 数 之 和 与 这 mm 个 未 四 会 五 入 时 的 数 
之 和 的 差 不 超 过 (2 十 1 ) /4。 

66。 坐 火车 来 到 莫斯科 的 一 游客 成 天 和 逸 大 街 . 在 某 广场 的 一 
家 咖啡 店 吃 完 上 晚饭 后 ， 他 决定 返回 车 站 ， 并 且 只 沿 着 他 曾经 奇数 


”次 走 过 而 来 到 此 地 的 马路 步行 。 证明:， 他 总 能 做 到 这 一 点 . 


67。 1 ) 某 一 委员 会 开 了 40 次 会 ， 每 一 次 出 席 考 10 人 ， 并 且 
任意 两 位 委员 同时 出 席 会 议 不 多 于 1 次 。 证明， 委员 的 数 上 且 多 于 
60， 

2 ) 证明: 不 可 能 把 25 个 人 编 成 多 于 30 个 的 5 八 委员 会 ， 便 
任何 两 个 委员 会 没有 一 个 以 上 的 公共 成 员 ， 

68。 给 定 两 个 正 质数 户 、9， 申 数 "如 果 能 表示 成 4= pz 十 gy 
的 形式 ,其 中 z、! 为 非 负 整数 , 则 称 " 是 “好 的 在 在 反 的 信人。 


” 则 称 + 是 “ 坏 的 ”. 


1 ) 证 明 ， 存 在 整数 c<， 使 整数 1 与 c 一 n 中 始终 一 个 是 好 数 ， 
一 个 是 坏 数 。 

2 坏 的 非 负数 共有 多 少 个 ? 

69。 侦 察 机 沿 着 中 心 在 点 4 的 圆周 飞行 ， 加 周 的 半径 等 于 10 
公里 ， 飞 机 的 速度 为 1000 公 里 小 时 。 在 某 一 时 刻 从 点 4 发 射出 
火箭 ， 其 速度 等 于 飞机 的 速度 ， 而 且 火 箭 始 终 被 控制 在 连结 飞机 
和 点 4 的 直线 上 。 问 ， 火 箭 发 射 后 经 过 多 少时 间 能 追 上 飞机 ? 

70。 证明， 多 面体 的 所 有 棱 长 之 和 大 于 3dg， 其 中 qd 为 最 远 顶 
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点 之 间 的 距离 。 

71。 在 形状 为 球形 的 一 行星 上 住 着 一 位 居民 ， 他 可 以 在 行星 
表面 以 个 超过 u 的 速度 运动 。 一 个 速度 为 v 的 宇宙 飞船 飞 近 这 个 行 
性。 证 明 ， 如 果 v/w>>10， 那 么 不 管 居民 屿 藏 到 何 处 总 能 从 飞船 
上 看 到 它 。 


第 六 届 ( 1966 年 ) 


年 级 

8 72 731) 74 75 76 

9 77 732) 75:， 78 79 
10.11 75;) 80° 81 82 83 


72。 在 某 个 星系 的 每 个 行星 上 有 一 个 天 文学 家 观察 最 近 的 一 
个 行 性， 行星 之 间 的 距离 两 两 不 相等 。 证明 : 如 果 行 星 有 奇数 
个 ， 那 么 就 存在 一 个 任何 人 都 观察 不 到 的 行星 。 

“73。1 ) 点 B8、C 在 线段 4D 的 内 部 . 证 明 ; 如 果 48 等 于 

CD， 那 么 对 于 平面 上 的 任何 点 P 有 PA+ PD>>PB+PC. 

2 ) 在 平面 上 给 定点 4、B8、C 和 DD。 已 知 ， 对 于 任何 点 有 
PA+PD>>PB+ PC 证明， 点 B8、C 在 线段 4D 上 自 4B=CD. 

74。 是 否 存 在 自然 数 z、y， 使 :十 y 与 y* 十 z 是 整数 的 平方 ? 

75。 1 ) 8 年 级 学 生 站 成 一 排他 们 每 个 人 面前 站 着 一 个 身 
材 矮 些 的 7 年 级 学 生 。 证 明 ， 如果 把 8 年 级 学 生 和 7 年 级 学 生 者 
重 六 按 高 矮 排 列 ， 那 么 每 一 个 8 年 级 学 生 仍然 比 站 在 他 面前 的 了 
年 级 学 生 要 高 。 

2 ) 一 群 战士 站 列 成 一 矩阵 ， 且 在 每 一 行 中 战士 按 高 矮 排 
列 。 证 明 ， 如 果 在 每 一 列 中 ， 战 士 也 重新 按 高 矮 排 列 ， 那 么 在 每 
一 行 中 的 战士 仍然 按 高 矮 排 列 着 . 
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76。 在 方 格 纸 上 画 着 一 矩形 48CD， 它 的 边 在 方 烙 线 上 ， 而 
且 AD 是 4B 的 k 信 (k 是 整数 ) 。 考察 方 格 线 上 4、C 两 点 之 间 的 
所 有 可 能 的 最 短路 径 。 证 明 ， 在 这 些 最 短路 径 中 ， 第 1 条 边 在 
AD 之 上 的 路 色 的 数量 是 第 1 条 边 在 4B 之 上 的 k 售 ， 

77。 数 cf:，a，…，a, 满 足 条 件 ， 0 委 cGi 委 Ga 委 2al，a02< 委 as 
< 妇 20: ，…，a0 ia 和 2a,-: .证明 ， 在 和 3 一 土 al 士 az 土 … 十 an 
中 可 以 选择 符号 ， 使 0 委 ” 委 al， 

78。 证 明 ， 可 以 把 半径 为 >/ 书 的 圆 放 入 面积 为 8e、 周 长 为 P 
的 凸 四 边 形 中 去 。 

79。 在 某 座 城市 里 对 于 任意 3 个 十 字 路 口 4、B、C 都 有 从 4 
通 向 8B 且 不 经 过 C 的 路 .证明 从 任意 一 个 十 字 路 口 到 其 它 任意 
一 个 十 字 路 口 至 少 有 两 条 不 相交 的 路 (十字路 口 是 至 少 有 两 条 路 
相交 的 地 方 ， 在 这 种 城市 中 十 字 路 口 不 少 于 两 个 ) 。 

80。 给 定 三 角形 4BC。 考 察 一 切 可 能 的 四 面体 PA4BC, 它们 
的 最 小 项 高 是 PH( 玉 是 点 P 对 平面 4BC 的 投影 ), 求 反映 的 集合 。 

81。 在 一 平面 上 给 定 100 个 点 。 证 明 : 可 以 用 若干 不 相交 的 
圆 来 覆盖 它们 ， 这 些 圆 的 直径 之 和 小 于 100， 而 且 任 何 两 个 圆 之 
间 的 距离 大 于 1 。〈 两 个 不 相交 圆 之 间 的 距离 是 它们 的 两 个 最 近 
点 之 间 的 距离 。 ) z 

82。 A4、B 两 点 相距 d 公 里 。 从 这 两 点 同时 在 一 秒 之 内 观察 作 

< -< 你 匀速 直线 运动 的 飞机 (图 5 ) 。 从 点 4 报告 

说 ， 在 这 段 时 间 内 飞机 移动 了 c 度 角 ， 而 从 
点 B 报 告 说 ， 飞 机 移动 了 B 度 角 ( a 和 Pp 都 是 

py 锐角 ) 。 求 飞机 的 最 小 速度 ， 
A B 83。 在 纸 上 写 好 了 20 个 数 :1,2,…, 20， 
两 个 人 轮流 把 符号 “十 "或 “一 ” 放 到 这 些 数 之 前 (符号 可 以 放 在 任 
何 一 个 数 之 前 , 但 不 得 重复 )。 第 一 个 人 力求 在 放 完 20 个 符号 之 后 
”所 得 和 的 绝对 值 尽 可 能 小 , 求 第 二 个 人 能 得 到 的 和 的 最 大 绝对 值 。 
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全 共 数 学 奥林匹克 竞赛 


第 一 届 ( 1967 年 ) 


8 3841) 851) 86:1) 87 88 
9 872) 881) 862) 842)88 
10 90 86,;; 91! 92 93 
34。 1 ) 在 锐角 三 角形 4BC 中 最 长 的 高 4 于 等 于 中 线 BM， 
证 明 :， 角 4BC 不 大 于 60 
2 ) 在 锐角 三 角形 4BC 中 高 4 万 既 等 于 中 线 BM ， 又 等 于 角 
平分 线 CD。 证 明 : 三 角形 40C 是 等 边 三 角形 ， 
85。 1 ) 任意 重 排 某 一 自然 数 的 所 有 数字 。 证 明 :， 所 得 数 与 
原 数 之 和 不 等 于 999…9. 


1 
2 ) 重 排 某 一 数 的 所 有 数字 ， 并 把 所 得 数 与 原 数 相 加 。 证 
了 明 :， 如 果 这 个 和 等 于 10“"“， 那 么 原 数 能 被 10 整 除 , 
86。 1 ) 一 座 探 照 灯 能 照 亮 90 " 角 的 范围 。 证 明 : 在 平面 中 
任意 么 个 所 上 的 生 座 探照灯 能 照 亮 整个 平面 ， 


1 8 


2 ) 在 空间 的 8 个 点 上 各 放 着 一 座 探照灯 ， 每 个 探照灯 能 照 
亮 一 卦 限 的 范围 ( 具有 三 条 互相 乖 直 的 楼 的 三 面 角 ) 证 明 ， 这 
些 探 照 灯 能 照 亮 整 个 空间 ， 
87。 1 ) 能 否 把 0, 1,2,- “9 这 10 个 数 分 次 到 图 周 上 ， 使 任何 
两 个 相 邻 数 之 差 等 于 3、4 或 5? 
2 ) 能 否 把 1,2,…,13 分 放 到 圆周 上 , 使 任何 两 个 相 邻 数 之 甘 
等 于 3、4 或 5? 
88。 证 明 : 存在 能 被 5'"" "整除 且 在 其 中 不 包含 数字 0 的 数 。 
89。 求 满足 条 件 2z2: 十 z 一 久 十 所 十 上 十 的 所 有 整数 z.y。 
90 。 在 正 整 数 数列 中 ， 从 第 三 项 开始 的 每 一 项 都 等 于 前 两 项 
之 差 的 绝对 值 。 如 果 每 一 项 都 不 超过 1967， 那 样 的 数列 最 多 有 多 
人 
， 在 尺寸 是 1000 x1000 的 模 盘 上 有 一 个 黑 王 和 499 个 白 车 、 
二 明 ， 守 任 意 殷 定 最 初 位 置 之 后 ， 无 论 白 车 怎么 走 ， 黑 王 总 能 受 
到 它们 的 进攻 ( 采用 国际 象棋 通常 的 走 法 ) 。 
92。 蓉 形 的 三 个 顶点 依次 在 边 长 为 工 的 正方 形 的 三 条 边 4B、 
BC、CDL 上 。 求 由 萎 形 的 第 4 个 顶点 填 满 的 图 形 之 面积 。 
93。 自 然 数 k 具 有 性 质 ， 如 果 n 被 8 整除 ， 那 么 ， 由 "的 数字 按 
相反 次 序 写成 的 数 也 能 被 8 整除 证明; k 是 99 的 因子 ，。 


第 二 届 ( 1968 年 ) 


年 级 笔试 部 分 口试 部 分 
8 94 95 96 97 98 1051:， 106 107 108 109 
9 99 100 101 97 102 110 i111 105:， 108 109 
10 103 95 104 97 96 105,， lt2 113 114 108 
94。 八 边 形 的 所 有 内 角 都 相等 ， 而 边 长 是 整数 。 证明 :， 八 边 


形 的 对 边 丰 等 。 

95。 比 较 311' 与 17，“ 的 大 小 ， 

96。 在 每 格 边 长 为 1 厘米 的 方 桥 纸 上 画 闭 一 半径 100 悍 米 的 

圆周 ， 这 个 圆周 不 经 过 格子 的 顶点 ， 而 且 不 与 格子 边 相 切 。 这 个 
贺 关 可 能 穿 过 多 少 个 格子 ? 
” ”97。 在 考 进 人 民 友谊 大 学 的 学 生 中 ， 正 好 50 人 懂 英 语 ，50 人 
民法 语 ，50 人 懂 西 班 牙 语 。 证 明 : 大 学 生 能 分 成 5 组 (每 组 人 数 
不 一 定 相等 ) ， 使 得 在 每 一 组 中 正好 有 10 个 懂 英 语 的 人 ，10 个 错 
法 语 的 人 ，10 个 慌 西 班 牙 语 的 人 ( 假设 某 些 大 学 生 不 懂 上 述 任 何 
一 种 语言 ， 或 者 懂 其 它 任何 一 种 语言 ) 。 

98。 证 明 恒 等 式 

于 CET 
tT t+ TT . 

99。 正 ? 边 形 中 ( ”>>5 ) 最 长 对 角 线 与 最 短 对 角 线 之 差 等 于 
它 的 边 长 。 求 n。 

100。 数 列 a; ，az ，as，… 满 足 条 件 ， 

ai 一 1， 2 =a1 + ev co- 十 三 
证 朋 ，4al 0 0 之 14. 

101。 设 0 为 锐角 三 角形 4B8C 内 部 的 一 点 ， 而 0 为 锐角 三 角 
形 4 已 C “内 部 的 一 点 。 从 点 O 引 垂 线 : 使 QA41 垂 直 于 BC、0B， 
垂直 于 CA、0Ci 垂 直 于 4B. 同样 人 0' 引 垂 线 ， 使 DO/47 重 下 
于 B8'C'、0’'B! 垂 直 于 C'A'、0O'C! 重 直 于 4'B'， 已 知 ， 
OA1fO0’A’. OB f OB’'’, OC YO’C’'H 及 OA, .: O04'= 
0B1.:0B’==OC1*:O'’C’', 证 明 ， O’Ar/fOA. OB! OB. 
OCif OC WR 有 OA!: QA=0’B!{ .OB=0’C! . OC. 

102。 证 明 ， 任 何不 超过 nn! 的 自然 数 至 多 可 以 表示 为 n 个 数 之 
各 ,而 这 些 数 中 的 任何 两 个 都 不 相等 ,并 且 每 个 数 都 是 n} 的 因子 ， 
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103。 在 三 角形 ABC 的 边 4B 上 了 到 点 D， 伍 AL 边 上 取 感 忆 
县 已 知 DE /BC,，AD=DE=AC，BD==AE。 证 明 ， BD 之 长 
等 于 半径 为 RR 二 AC 的 图 内 接 正 十 边 形 的 边 长 . 

104。 以 四 面体 48CD 的 棱 AB、AC、AD 为 直径 分 别 作 球 。 


证 明 ， 这 些 球 覆 盖 四 面体 4BCD. 


”105。 1 ) 如 图 6 ， 在 4x 4 的 正方 形 表 格 的 格子 中 放 者 符号 
十” 、“ 一 ”。 可 以 同时 改变 一 行 中 、 一 列 中 
或 者 平行 于 对 角 线 的 直线 中 所 有 格子 内 的 符号 
( 特别 ， 可 以 改变 正方 形 角 上 格子 内 的 符号 ) 。 

证 明 ， 无 论 改变 多 少 次 符号 ， 表 格 中 的 符号 
不 可 能 全 变 成 正 号 。 
2 ) 在 8X8 的 棋盘 中 一 个 非 角 上 的 格子 内 放 着 负 号 ， 而 在 其 


佘 的 所 有 格子 中 放 着 正 号 ， 可 以 同时 改变 某 一 行 、 某 一 列 、 或 某 
一 对 角 线 中 所 有 格子 内 的 符号 ( 特别 ,可 改变 角 上 格子 内 的 符号 ， 


对 角 线 是 象 走 的 路 线 ) 。 
证 明 ， 无 论 怎么 改变 符号 ， 总 不 能 得 到 全 是 正 号 的 错 熏 。 
106。 三 条 中 线 把 三 角形 48C 分 成 6 个 三 角形 。 已 知 : 这 泽 


三 角形 的 内 切 圆 中 有 4 个 相等 .证 明 : 三 角形 4BC 是 等 边 三 角形 。 


107。 证 明 ， 对 于 无 穷 多 个 素数 p， 方 程 x* 十 x 十 1 二 py 
有 辖 数 解 《2z， y ) 。 

108。 在 20 个 花样 滑冰 运动 员 表演 之 后 ， 9 个 裁判 给 运动 员 排 
出 1 至 20 的 名 字 。 已 知 : 不同 裁判 给 每 个 运动 员 排 的 名 次 上 下 相 


差 不 超 过 3。 计 算 每 一 个 运动 员 得 到 的 名 次 之 和 ， 并 把 它们 按 递 


增 的 顺序 排列 ，C; 三 CCs 二 … 记 C2:o。 求 Ci 的 最 大 值 . 
109。 已 知 ， 数 Gr .gz 、…、0; 分 别 为 1 .1/2.1/3、…、1/n 之 一 3 
同样 D1 ,6s、…、6, 也 分 别 为 1 .1/2、.1/3、….1/n 之 一 此 外 ,还 已 知 
ai 十 bi 这 a; 十 b; 之 as 十 b3 之 … 之 a 十 b,。 
证 明 ， 对 于 满足 1 和 mn 的 一 切 m， 有 ao 十 ba 和 4/m。 
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110。 在 讲课 上 放 着 天 平 ， 天 平 盘 子 上 砖 码 的 重 量 不 一 定 相 
闻 ， 而 且 在 每 一 个 在 码 上 都 写 上 了 一 个 或 数 个 学 生 的 名 字 。 学 生 
进 教室 时 就 把 写 有 自己 名 字 的 夸 码 放 到 另 一 个 天 平 盘 中 去 。 证 
了 明 ， 可 以 证 那些 学 生 进 教室 ， 这 些 学 生 在 重 摆 自 己 的 夸 码 后 ， 较 
重 的 盘子 不 是 重 摆 前 较 重 的 那个 盘子 。 

111。 一 城市 设计 成 分 为 若干 方 格 的 矩形 形状 。，n 条 街道 互相 
平行 ,另外 和 条 与 它们 相交 成 直角 。 人 警察 在 城市 的 街道 上 ( 不 是 在 
十 字 路 口 ) 值勤 。 每 个 警察 报告 从 他 身 旁 开 过 去 的 公共 汽车 的 号 
码 、 运 行 方 同 以 及 通过 的 时 间 。 为 了 能 根据 警察 提供 的 数据 同时 
再 现 沪 者 闭合 线路 ( 即 不 重复 通过 同一 地 段 的 线路 ) 行驶 的 任何 
公共 汽车 的 路 线 ， 至 少 需要 多 少 个 警察 在 马路 上 值勤 ? 

112。 三 角形 4BC 的 内 切 圆 与 4C 相 切 于 久 。 证 明 ， 连 接 4C 
边 的 中 点 与 内 切 贺 中 心 的 直线 等 分 线段 BK，. : 

113。 数 列 a: ，az ，…，a, 满 足 条 件 : 

a=0, Jas|=|lati|, las|=|)a+i|, .…, 
| o. | = |c.-: 十 1 |. 

证 明 ， 92 0s > 一 一 


114。 给 定 一 凸 四 边 形 ， 它 的 所 有 边 及 对 角 线 的 长 度 都 是 有 
理 数 . 设 O 为 对 角 线 的 交点 ， 证 明 : 线段 40 的 长 度 是 有 理 数 。 


第 三 届 ( 1969 年 ) 


年 级 第 一 天 第 二 天 
8 115 116 117 122 123 1241) 
9 118 119 i115 124 125 126 

I0 119 120 121 125 1!126 128 


i115。 在 梯形 4B8BCD 的 底 边 4D 上 有 一 点 EA， 使 三 角形 ABE.、 
BCE、CDE 的 周 长 相 和 等。 证明; 8C==AD/2， 

116。 在 形状 为 正方 形 的 地 中 央 有 一 条 狼 ， 而 在 正方 形 顶 点 
上 是 4 条 狗 。 狼 可 以 在 整 块 地 上 跑 来 跑 去 ， 而 狗 只 能 沿 正方 形 的 
边界 跑 。 已 知 ， 狼 能 咬 死 一 条 狗 ， 以 及 两 条 狗 可 以 咬 死 一 条 狼 。 
每 条 狗 的 最 大 速度 是 狼 的 最 大 速度 的 1 .5 倍 。 证 明 ， 这 些 狗 可 以 
不 让 狼 逃 出 正方 形 . 

117。 给 定 0 和 的 有 限 数 列 ， 它 具有 人 性质; 

1 ) 如 果 在 数列 的 某 一 处 连续 抽出 5 个 数字 并 且 在 另外 任何 
一 处 同样 也 连续 抽出 5 个 数字 ， 那 么 这 些 5 个 数字 将 不 相同 ( 它 
们 可 以 重 公 地 连接 在 一 起 ， 例 如 0110101 ) 。 


2 ) 如 果 把 数字 0 或 者 1 添加 到 数列 的 右边 ， 那 么 性 质 1 ) 
不 再 成 立 。 
证 明 ， 这 个 数列 的 前 4 个 数字 与 后 4 个 数字 相同 。 
118。a、6、c、d 为 正 数 。 证 明 ， 下 列 三 个 不 等 式 中 至 少 一 
个 不 成 立 ， 
a 十 D<<c 十 d 
(a+b) (ct+d)<abtcd 
(a+b ) cd<ab (ct+d ) 。 
119。 已 知 a 为 自然 数 ， 以 a 为 首 项 系数 的 整 系 数 的 二 次 三 项 
式 有 两 个 小 于 1 的 不 等 的 正 根 。 求 a 的 最 小 值 。 / 
120。 给 定 自然 数 *， 考 虑 形式 为 2 的 一 切 分 数 ， 其 中 心 、4 
互 质 ，0 之 p< 之 qn，p 十 9>>n。 证 明 ; 所 有 那样 分 数 之 和 等 
于 1 /2，。 
121 。 给 定 空间 的 x 个 点 ， 其 中 的 任意 三 个 点 都 是 一 个 内 角 大 
于 120 "的 三 角形 的 顶点 。 证 明 :， 可 用 字母 4 、As,、…、4, 来 表示 
这 些 点 ， 使 得 每 个 角 A;A;46 都 大 本 120°,，1&i<j<RSn, 
23 


122。 四 个 首位 数字 相同 的 三 位 数 互 不 相等 ， 且 有 具 有 性 反 : 
它们 的 和 能 被 它们 之 中 的 3 个 数 整除 。 求 这 4 个 数 ， 

123。 某 个 国家 建立 了 这 样 的 航空 网 ， 任何 一 个 城市 至 多 与 
其 它 3 个 城市 有 航线 ， 同 时 从 一 个 城市 到 达 其 它 任 何 一 个 城市 只 

问 ， 这 个 国家 最 多 有 多 少 个 城市 ? 

124。 考 号 边 长 都 相等 的 凸 五 边 形 。 

1 ) 证 明 :, 在 它 的 最 长 对 角 线 的 内 部 存在 一 个 点 ， 这 个 点 对 
各 边 的 张 角 不 超过 90” 

2 ) 证 明 ， 以 它 的 5 条 边 为 直径 所 作 的 5 个 圆 不 能 完全 覆盖 
这 个 五 边 形 ， 

125。 在 矶 板 上 写 着 方程 

ZX 十 … 和 2 十 zx 十 一 0 

两 个 人 做 游戏 ， 第 一 个 人 把 异 于 0 的 整数 ( 正 整 数 或 负 整数 ) 填 
到 其 中 的 任 一 个 空 上 ， 接 着 第 二 个 人 把 整数 填 到 其 余 的 一 个 空 
上 ， 最 后 第 一 个 人 把 一 个 整数 填 到 最 后 的 空 上 。 

证 明 : 不 管 第 二 个 人 填 什 么 数 ， 第 一 个 人 总 能 使 所 得 方程 的 “ 
三 个 根 都 是 整数 。 

126。20 个 足球 队 参 加 全 国足 球 冠 军 赛 。 问 : 应 该 至 少 进行 
多 少 场 比赛 ， 才 能 使 得 任何 三 个 队 中 有 两 个 队 彼 此 比赛 过 ? 

127。 有 是 圆 内 接 正 8 边 形 的 边 心 忠 ， 且 这 个 圆 的 半径 为 R。 
证 明 ， 

(ntl) hi —nh, >R. 
128 。 证 明 :， 对 于 任何 正 数 al 、a; 、…、o,， 有 不 等 式 


ai a ,| On- Qn Ch L 


全 2 十 Cs Cs 十 G4 ds-1 二 a, Cn 十 Gi Ql 二 4a, 4 


24 


第 四 届 (1970 年 ) 


年 级 第 一 天 第 二 天 
8 129 130 131 132 1331) 
9 134 135 133,) 136 137 
10 138 139 133，，136 140 141 142 143 


129。 给 定 一 直径 为 4 的 圆周 以 及 这 条 直径 上 的 点 C。 试 在 
圆周 上 作 两 个 关于 直径 4B8 对 称 的 点 尽 、Y， 使 直线 YC 垂直 于 直 
线 久 A， z 

130。 证 明 ， 如 果 三 个 正 数 的 乘积 等 于 1。 而 且 这 些 数 的 和 严 
格 大 于 它们 的 倒数 之 和 ， 那 么 这 三 个 数 之 中 正好 有 一 个 数 大 于 1. 

131。 在 凸 多 边 形 中 可 能 有 多 少 条 边 的 长 度 等 于 最 长 对 角 线 
的 长 度 ? 

132。 把 一 个 十 七 位 数 的 所 有 数字 按 相反 次 序 写 出 而 得 到 一 
个 新 数 ， 再 把 这 个 数 与 原 数 相 加 。 证 明 ， 所 得 和 中 至 少 有 一 个 数 
字 是 偶数 . 

133。 1 ) 一 座 城堡 设计 成 边 长 为 100 米 的 等 边 三 角形 ， 它 被 
分 成 100 个 等 边 三 角形 的 厅 ， 厅 的 每 面 墙 长 10 米 ， 且 在 厅 之 间 的 
每 面 墙 的 中 部 都 装 了 门 。 证 明 ， 如 果 一 个 人 想 走 遍 整 个 城堡 ， 且 
进入 每 个 厅 至 多 一 次 ， 那 么 它 能 参观 的 厅 不 多 于 91 个 。 
2 ) 把 正三 角形 的 每 一 边 都 6 等 分 ， 经 过 分 点 作 平 行 于 各 边 
:的 直线 ， 结 果 三 角形 被 分 成 8 个 小 三 角形 。 把 一 系列 小 三 角形 称 
为 “ 链 ”， 如 果 每 一 个 小 三 角形 与 它 前 面 的 小 三 角形 有 公共 边 ， 
.而 且 每 个 小 三 角形 不 出 现 两 次 。 

问 ， 在 一 条 链 中 最 多 能 有 多 少 个 小 三 角形 ? 

134。 有 五 条 线段 ， 其 中 任意 三 条 可 构成 一 个 三 角形 。 证 明 ， 
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这 些 三 角形 中 至 少 有 一 个 是 锐角 三 角形 。 

135。 在 锐角 三 角形 4B8C 中 角 平 分 线 4D、 中 线 BM 和 高 CH 
相交 于 一 点 。 证明， 角 BAC 大 于 45*. 

136。 用 1 和 2 组 成 5 个 n 位 数 ， 使 得 每 两 个 数 中 恰 好 在 m 个 数 
位 上 的 数字 相同 ， 但 是 所 有 5 个 数 在 任何 数位 上 的 数字 都 不 相同 。 
证 明 

m3 

b n 9 
137。 证 明 :， 从 200 个 整数 中 可 以 选 出 100 个 ， 使 这 100 个 数 的 - 
和 能 被 100 整 除 。 

138。 在 三 角形 48C 中 过 BC 边 的 中 点 MY 和 这 个 三 角形 内 切 
图 的 中 心 O 作 直线 WO，MO 交 高 线 4 五 于 已 。 

证 明 ， 线段 4E 与 内 切 圆 的 半径 相等 ， 

139。 证 明 ， 对 于 任意 自然 数 &， 存 在 无 穷 多 个 不 含 数字 0 的 
目 然 数 ! (十进制 记 数 法 ) ， 使 得 t 与 &t 的 数字 和 和 相同。 

140 。 两 个 全 等 矩形 的 边 相 交 于 8 个 点 .证明 ， 这 两 个 矩形 公 
共 部 分 的 面积 大 于 每 个 矩形 面积 的 一 半 。 

141。 在 每 张 卡片 上 各 写 着 从 11111 到 99999 的 五 位 数 ， 然后 
把 这 些 卡 片 按 任 意 顺 序 摆 成 一 排 。 

证 明 ， 所 得 到 的 444445 位 数 不 可 能 是 2 的 宕 。 

142。 把 至 多 n 个 数字 ( 十进制 记 数 法 ) 的 一 切 自 然 数 分 为 两 
组 ， 数字 和 为 奇数 的 是 第 一 组 ， 数 字 和 为 偶数 的 是 第 二 组 。 

证 明 ， 如 果 1<8<n， 那 么 第 一 组 中 所 有 数 的 k 次 略 之 和 等 于 
第 二 组 中 所 有 数 的 R 次 寡 之 和 。 

143。 把 正 ? 边 形 的 每 个 顶点 涂 上 一 种 颜色 ， 使 具有 同一 颜色 
的 点 是 正 多 边 形 的 顶点 。 

证 明 : 在 这 些 多 边 形 中 有 两 个 全 等 
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第 五 届 (1971 年 ) 


年 级 第 一 天 第 二 天 
8 144 1451:) 146;， 147 1521).2) 153 154 
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144。 证 明 ， 对 于 任 登 自然 数 %， 存 在 由 数字 1 和 2 组 成 的 且 能 
被 2" 整 除 的 数 。 

145。 1 ) 给 定 三 角形 4A;4; A;, 在 它 的 边 414，, 上 取 点 BL 和 
DD,， 在 边 4:4s 上 取 点 B, 和 DD，， A 
在 4，,A1 上 取 点 Bs 和 DD!,， 使 当 
A1IBICiD: 、 A;B,C;,D， 各 
AsBsCsDs 是 平行 四 边 形 时 ,直线 
Ai1C1、A;C;、AsCs 相 交 于 所 O， 

证 明 ， 如 果 A1B,=A,D;,、 和 BB; D> 
A;B, 二 AsDs， 那 么 43Bs=A1D, (图 7 ) 。 图 7 

2 ) 给 定西 多 边 形 A1A，…A,， 在 它 的 边 41A; 上 取 点 BL 和 
DD,， 在 A4;,A4s 上 取 感 8 和 D3， …， 在 4,4: 上 取 点 8, 和 D1, 使 得 
A1BiC1Di、 A:B;C.D;、…、 A,B,CsD, 为 平行 四 边 形 时 ， 让 
线 A1C1、A2C,、AsCs…、A,C。, 相 交 于 点 O。 证明， 

AiB1* A,B;, * AsBs'''A,.B,=AD!i * A, DA D,. 

146。 1 ) 两 个 人 做 游戏 :第 一 个 人 写 上 下 两 行 数 , 每 行 10 个 ， 
使 它 满足 以 下 规则 : 如 果 2 在 c 下 面 ，d 在 c 下 面 ， 那 么 a 十 d= 二 65 十 
c。 第 二 个 人 知道 这 个 规则 后 想 确定 所 有 号 出 的 数 ,他 可 以 问 第 一 
个 人 提问 题 ， “在 第 一 行 第 三 个 位 置 上 是 什么 数 ? ”或 者 “在 第 
二 行 第 九 个 位 置 上 是 什么 数 ? ”等 等 。 问 : 第 二 个 人 至 少 要 提 多 
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少 个 那样 的 问题 才能 知道 所 有 的 数 ? 

2 ) 在 m Xn 的 表格 中 写 满 了 数 ， 供 得 任何 两 行 和 任何 两 列 所 
构成 的 矩形 的 两 个 相对 顶点 上 的 数 之 和 等 于 它 汐 另外 两 个 相对 项 
凡 上 的 数 之 和 。 擦 去 了 一 部 分 数 ， 但 是 可 根据 剩 下 的 数 来 复原 擦 
去 的 数 。 证 明 : 剩 下 的 数 不 少 于 ma 十 2 一 1 个 。 

147。 在 边 长 为 1 的 正方 形 中 有 若干 个 圆 ， 每 个 圆 的 直径 小 于 

.001， 任 何 两 个 圆 的 任意 两 点 间 的 距离 不 等 于 0.001。 证 明 : 被 
这些 国 所 福 关 的 站 面积 下 超过 934. 

148。 二 个 容 毅 里 都 注 进 了 整数 升 的 水 ， 可 以 从 其 它 容器 中 
往 任 何 一 个 容器 中 再 倒 进 这 个 容器 中 已 有 的 那么 多 水 ， 

证 明 : 者 干 次 这 样 “ 重 倒 ” 后 能 倒 空 一 个 容器 。( 每 个 容器 
都 在 够 大 ， 能 盛 下 所 有 的 水 。 ) 

149。 证 明 ， 如 果 数 pp 、p;、gi、 q: 满 足 不 等 式 

(qi—qg: ) :+ (pi~—p: ) (pig: ~—pig1 ) <0 
那么 二 次 三 项 式 z 十 pix 十 qi 与 x? 十 pzx 十 qs 都 有 实 根 ， 而 且 在: 
每 一 个 多 项 式 的 两 个 根 之 间 有 另 一 个 多 项 式 的 根 。 

150。 一 物体 对 两 个 平面 的 投影 都 是 圆 。 证 明 ; 这 两 个 圆 的 
半径 相等 。 

151。 在 一 个 圆 上 写 了 若干 个 数 。 如 果 对 于 某 4 个 依次 相 邻 的 : 
数 a、5、c、d 有 (a 一 d ) 《8 一 c ) <0， 那 么 0 和 ec 就 可 以 互 换 位 - 
置 . 证 明 : 那样 的 运算 只 能 进行 有 限 次 。 

152。1 ) 证 明 ; 把 一 个 三 角形 分 成 两 个 面积 相等 、 周 长 相 .: 
等 的 多 边 形 的 直线 通过 这 个 三 角形 内 切 圆 的 圆心 ， 

”2 .) 对 于 有 内 切 圆 的 任意 多 边 形 证 明 类 似 的 结论 。 

3 ) 证 明 ， 同 时 等 分 三 角形 的 面积 与 周 长 的 所 有 直线 相交 于 
一点。 

153。 证 明 ， 从 25 个 不 同 的 正 数 中 可 以 挑 出 两 个 数 ， 使 得 剩 
下 的 任何 一 个 数 既 不 等 于 所 挑 数 之 和 也 不 等 于 所 挑 数 之 差 ( 最 大 
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数 与 最 小 数 之 差 ) 。 

154。 1】 ) 在 正 12 边 形 4 有 4,… 4 ;的 项 点 A1 上 配 着 伟 号 
“一 ”， 在 其 余 顶 点 上 都 是 正 号 “十 ”。 可 以 同时 在 6 个 依次 相 
邻 的 顶点 上 把 符号 改 成 相反 的 符号 。 证 明 ， 经 过 若干 次 改变 符号 
之 后 ,不 可 能 使 4, 上 的 符号 变 成 负 号 ,而 在 其 余 项 上 上 都 是 正 号 。 

2 ) 如 果 不 是 在 6 个 顶 扩 上 而 是 在 4 个 依次 由。 3 的 顶点 上 攻 变 
符号 ， 证 明 以 上 结论 。 

3 ) 如 果 辐 时 在 3 个 依次 相 邻 的 顶点 上 改变 符号 ， 证 明 以 上 
结论 . 

155。 在 一 张 无 穷 大 的 格 纸 上 ，N 个 格子 被 涂 成 了 黑色. 证 
明 ， 从 这 张 纸 上 可 以 前 下 有 限 个 正方 形 ， 它们 满足 以 下 条 件 。 

1 ) 所 有 黑 的 格子 将 在 所 前 下 的 正方 形 中 。 
“2 ) 在 任何 前 下 的 正方 形 中 黑 格子 的 面积 不 小 于 这 个 正方 形 : 
面积 的 1/5 且 不 大 于 这 个 正方 形 面积 的 4/5， 

第 156 题 至 158 题 供 10 年 级 学 生 第 二 天 竞赛 之 用 。 请 在 做 题 之 
前 先 看 下 面 这 段 话 ， 

“给 您 一 共 出 了 三 道 题 ， 正 确 地 解 出 每 一 道 题 都 很 困难 并 要 
花费 很 多 时 间 ， 您 从 其 中 选 一 道 题 并 尽 可 能 争取 有 所 进展 。 

交卷 之 前 请 您 写 一 个 “成 果 报 告 ” 列 出 所 证 的 事实 、 举 出 您 
已 搞 清楚 的 例子 并 作出 您 认为 是 对 的 假设 。? 

156。 楼 长 为 的 立方 体 分 成 ?3 个 单位 立方 体 ( 边 长 为 1 ) , 挑 
选 若干 个 小 立方 体 并 经 过 每 一 个 小 立方 体 的 中 心 作 平行 于 楼 的 三 
条 直线 。 问 ， 最 少 要 挑选 多 少 个 小 立方 体 ， 才 能 用 通过 它们 所 作 : 
的 直线 勾 掉 所 有 的 小 立方 体 ? 

1 ) 对 于 rn 二 2、3、4， 回 答 上 述 问题 ， 

2 ) 试 求 "二 10 的 答案 。 

3 ) 解 一 般 问 题 。 如 果 您 不 能 找到 准确 的 答案 ， 可 以 对 小 立 . 
方 体 的 个 数 给 出 一 个 估计 的 不 等 式 ， 并 加 以 证 明 . 
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4 ) 请 您 指出 ， 为 什么 这 个 问题 可 以 表达 成 下 面 这 个 形式 

我 们 研究 一 切 可 能 的 数组 (Zi » X22, X3 ) ， 其 中 zx1、 X22、 Xs 
的 值 都 是 下 列 n 个 数 之 一 :， 1，2，…，n。 问 最少 要 选 多 少 个 数 
组 ， 才 能 对 每 一 个 剩 下 的 数组 在 所 选 出 的 数组 中 找到 一 个 数组 ， 
它们 只 有 一 个 坐标 不 同 。 

如 果 研 究 的 不 是 3 个 而 是 4 个 或 更 多 字母 组 成 的 数组 ， 试 就 这 
个 更 一 般 的 问题 给 出 解答 ， 

157。 1 ) 研究 函数 六 z，2 ) 二 x 十 xy 十 y*。 证 明 ; 对 于 任 
何 点 (x，y ) 存在 整数 (m，n ) ， 使 
f(rz—m, y—n)= (zz—m):+ (zz—m) (y—n) + (y~—n)? 

< 


2 ) 用 f(z， 也 ) 表示 了 (> 一 一 m，y 一 4 ) 在 m、n 取 一 切 整 数 
时 的 最 小 值 ， 那 么 1 ) 就 归 结 为 ， 对 于 一 Wz、 y， 有 不 等 式 
f(z, y ) 委 1/2。 
证 明 ， 实际 上 更 强 的 不 等 式 f (x， y ) 之 1/3 也 成 立 ， 并 求 使 
f(z,，y) =1/3 成 立 的 所 有 点 (x，y ) 的 集合 。 
3 ) 研究 函数 J (x，y ) 二 x 十 ary 十 y* (0a2 ) 。 求 与 
4 有关 的 c<， 使 对 一 切 (x，y ) 有 不 等 式 | 有 (x，y) | 式 c， 并 力 
求 找到 准确 的 估计 。 | 
158, 具有 两 个 入 口 和 两 个 出 口 的 转换 开关 ( 图 8- 1 ) 可 以 处 
于 两 种 不 同 的 状态 。 
在 图 8-2 中 表示 的 是 有 三 个 入 口 和 三 个 出 口 的 电话 . 通讯 线 路 
国 ， 它 具 有 “通用 ”的 性 质 ; 改变 转换 开关 的 状态 后 ， 可 以 实现 
三 个 入 口 与 三 个 出 口 的 六 种 连接 ， 即 : 
123 123 123 123 123 123 
to 4 i i TI 
123 312 231 213 321 132 
《 请 验证 这 一 点 。 并 注意 ， 这 个 图 中 共有 2 二 8 种 不 同 状 态 ， 
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国 为 每 一 个 转换 开关 可 处 于 两 种 状态 。 ) 


{ 2 3 
! 2 3 4 5 6 ?7 8 
CCD LU 
让 -PEc< 二 一 
史 夺 二 二 二 攻 
DS=<4 
SS 
OL r LDL 
! 2 3 5 6 7 8 
图 8 一 2 


图 8 一 3 
1 ) 作 一 个 有 4 个 入 口 和 4 个 出 口 的 通用 线路 图 ， 即 能 实现 24 
种 连接 的 通讯 线路 图 . 


2 ) 那样 的 通讯 线路 图 最 少 需 要 多 少 个 转换 开关 ? 


3 ) 称 有 n 个 入 口 和 n 个 出 口 的 线 略 图 为 通用 的 ， 如 果 它 能 实 
江 n 个 入 口 和 n 个 出 口 的 nt ==1 .2…n 种 连接 。 


图 8-3 中 表示 的 是 有 8 个 入 只 和 8 个 出 口 的 通讯 线 路 图 , 其 中 
4.B 是 4 通用 线路 图 ， 证 明 它 是 8 通用 的 . 


信 计 在 最 小 的 n 通 用 线路 图 中 所 需 转换 开关 的 数量 ， 
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159。 在 矩形 4BCD 中 ， 点 必 是 4D 边 的 中 点 ， 六 是 BC 过 的 
中 点 ， 在 DC 的 反 府 延 长 线 上 取 点 P， 用 Q 过 示 下 全 2 与 4C 的 


证 明 ; 人 QNM= 人 MNP. 4 -3 

160。50 条 线段 在 一 条 直线 上 ， A A 
证 明 下 列 结论 至 少 一 个 正确 : 仆仆 八 八 

1 ) 茶 8 条 线段 有 公共 扩 ， 图 9 


2 ) 存在 8 条 线段 ， 其 中 的 任意 两 条 都 没有 公共 扣 。 

161 。 求 使 42? 十 4:1"? 十 人 是 完全 平方 的 最 大 整 数 z。 

162。1 ) 设 a、m、7 是 自 然 数 ,a 之 1。 证明: 如 果 a" 十 1 能 
被 a 十 1 整除， 那么 m 能 被 n 整 除 . 

2 ) 设 gq、b、m、+ 为 自然 数 ， 同 时 a、65 互 质 ， 晶 a 之 1,。 证 
有 明 ， 如 果 a" 十 56" 能 被 a' 十 5 整除， 那么 m 能 被 4 整除 ， 

163。 近 以 下 规则 作 一 个 三 角形 的 表格 : 在 琉 上 一 行 中 瑟 者 
自然 数 c， 往 下 在 每 一 个 数 的 左下 方 写 如， 右 下 方 写 R 十 1。 例 如 
2 一 2 时 ， 所 得 的 表格 见 图 9， 

证 明 : 在 这 个 表格 的 每 一 行 中 所 有 数字 都 不 相同 ， 

164。 给 定 面积 之 和 等 于 1 的 若干 个 正方 形 。 证 明 ; 可 以 把 这 
些 正 方形 不 重 登 地 放 入 面积 为 2 的 正方 形 中 。 

165。 点 O 是 凸 四 边 形 4B8CD 的 对 角 线 的 交点 . 过 三 角形 
AOB 中 线 的 交点 与 三 角形 COD 中 线 的 交点 引 一 直线 ， 再 过 三 角 
形 BOC 高 的 交点 与 三 角形 40D 高 的 交点 引 一 直线 . 证明 : 这 两 
条 直线 相互 乖 直 。 

166。9 条 直线 中 的 每 一 条 都 把 正方 形 分 成 面积 之 比 为 2 : 3 的 
两 个 四 边 形 。 证 明 :， 这 9 条 且 线 中 至 少 有 3 条 相交 于 一 点 。 

167。 给 定 一 贺 内 接 7 边 形 A1 4, 4 4, 4 A。A,;。. 证明 ， 如 果 
这 个 圆 的 圆心 在 7 边 形 的 内 部 ， 那 么 以 4 、A; 和 45 为 顶点 的 内 
角 之 和 小 于 450 "。 


了 2 


168。 两 个 人 做 如 下 游戏 :第 一 个 人 先 报 一 个 数字， 第 二 个 

人 根据 自己 的 判断 用 这 个 数字 去 代替 下 式 中 的 某 个 小 星星 : 
光 尖 米 * 
一 关 关 关头 


然后 第 一 个 人 再 报 一 个 数字 ， 依 此 类 推 ， 共 进行 8 次 ， 直 到 上 式 . 
中 所 有 小 星星 都 变 成 数 为 止 。 报 数字 的 那个 人 力求 得 到 的 差 尽 可 
能 地 大 ， 而 第 二 个 人 则 希望 差 尽 可 能 地 小 ， 

证 明 ; 1 ) 不 管 第 一 个 人 报 什么 数字 ， 第 二 个 人 总 能 安排 数 
使 得 到 的 差 不 超 过 4000 。 

2 ) 不 管 第 二 个 人 把 数字 放 到 什么 位 置 上 ， 第 一 个 人 总 可 以 
这 么 报 数字 ， 使 得 到 的 差 不 小 于 4000 . 


169。 设 z、y 是 正 数 ，S 是 x、 y+ 二 、 二 中 最 小 的 数 . 求 5 的 


可 能 的 最 大 值 。x、y 取 何 值 时 能 达到 最 大 值 ? 
170。 册 多 边 形 内 部 的 点 O 能 与 凸 多 边 形 的 每 两 个 项 扩 构 成 
一 等 大 三 角形 。 证 明 ， 这 个 点 0 与 多 边 形 的 各 项 上 扣 等 距 。 
: 171 。 有 两 张 100 X100 个 格子 的 格 纸 ， 问 : 能 否 把 数字 0、1 
2 分 放 到 它 的 格子 中 ， 使 在 任意 3 xX 4 个 格子 的 矩形 里 有 3 个 0 、4 个 - 
1 和 5 个 2? 
172 。1 个 正 数 z; 、z: 、…、zs 之 和 等 于 1， 设 S 是 下 列 各 数 中 . 
最 大 的 数 : 


2 . Ln 
求 S 的 可 能 最 小 秆 。z: 、z: 、…、7X, 取 何 值 时 能 达到 最 小 值 ? 
173。 当 冰球 循环 赛 的 一 轮 比赛 结束 时 ， 对 于 任何 一 组 球 队 
都 能 找到 一 球 队 《 也 可 能 就 是 这 一 组 中 的 球 院 ) ， 它 与 这 组 球 队 
比赛 的 得 分 是 一 个 奇数 。 证明: 有 偶数 个 队 参 加 了 了 循环赛。 ( 失 . 
败 得 0 分 ， 平 局 得 ! 分 ， 取 胜 得 2 分 。 ) 
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第 七 届 (1973 年 ) 


年 级 第 -一 天 宠 二 天 

8 174,， 175 178 182 188 184 

9 1742;) 177 178 179 i185 186 184 

1l0 180 177 181 187 188 184 . 

174。 在 法 庭 上 作为 物证 出 示 了 14 个 便 币 。 鉴 定 人 发 现 ， 第 ! 
至 第 7 个 硬币 是 假 的 , 第 8 至 第 14 个 硬币 是 真 的 。 法 庭 仅 知 道 , 假 硬 
币 的 重量 都 相同 ， 真 硬币 的 重量 也 相同 ， 并 且 假 的 比 真 的 轻 。 鉴 
定 人 使 用 的 是 没有 硅 码 的 天 平 。 

1 ) 鉴定 人 想 向 法 庭 证 明 ， 第 1 至 第 ?7 个 硬币 是 假 的 。 问 ， 他 
如 何 只 利用 三 次 称 量 来 做 到 这 一 点 ? 

2 ) 证 明 : 他 可 以 利用 三 次 称 量 进一步 证 明 ， 第 1 至 第 7 个 硬 
币 是 假 的 ， 第 8 至 第 14 个 硬币 是 真 的 ， 

175。 一 个 9 位 数 的 各 位 数字 由 除了 0 以 外 的 所 有 数字 组 成 ， 
上 是 玉 位 数字 是 5。 证 明 ， 它 不 可 能 是 整数 的 完全 平方 。 

176。 给 定 n 个 点 ，n 这 4。 证明， 可 以 用 第 头 把 它们 连结 起 
来 ， 使 得 从 一 个 点 到 达 另 外 任意 一 点 时 只 走 过 一 个 箭头 或 者 走 过 
两 个 箭头 ( 每 两 个 点 只 能 用 一 个 方向 的 箭头 连接 在 箭头 上 走时 
只 能 按 第 头 指 的 方 同 走 ) 。 

177。 纵 定 以 点 0 为 顶点 的 角 以 及 与 这 个 角 的 两 边 相 切 于 4、 
8 两 点 的 圆周 。 经 过 点 A 昌平 行 于 QB 的 射线 交 圆 周 于 点 C， 线 段 
OC 交 圆 周 于 点 玉 ， 直 线 AE 、0OB 相 交 于 点 KK。 证 明 OK=KB. 

178。 对 于 满足 条 件 一 1<x 志 1 的 一 切 z， 实 数 a、6、c 使 下 列 

| ax: 十 8z 十 c | 志 1. 
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证 明 :， 对 于 满足 上 述 条 件 的 z， 也 有 不 等 式 
| az 十 pz 二 ec | 委 2. 


179。 网 球 联合 会 根据 网 球 运 动员 的 技术 熟练 程度 给 他 们 编 
号 : 最 强 的 运动 员 为 第 1 号， 其 次 第 2 号 ， 等 等 . 已 知 : 在 号 码 
之 差 大 于 2 的 运动 员 的 交锋 中 ， 总 是 号 码 较 小 的 运动 员 取 胜 .1024 
个 最 强 的 运动 员 参 加 的 循环 赛 按 奥林匹克 淘汰 制 进 行 : 参赛 洗 根 
据 抽签 分 成 若干 对 ， 每 一 对 中 的 优胜 者 参加 下 一 轮 比 赛 ， 所 以 一 
轮 比 赛 之 后 运动 员 的 数量 减 半 ， 于 是 10 轮 比赛 之 后 吏 能 产生 优胜 
者 。 问 ,优胜 者 的 最 大 号 码 可 能 是 多 少 ? 

180 。 二 次 三 项 式 f (zx ) 二 ax* 十 bz 十 c 使 方程 1 ( ) 一 z 没 有 
实 根 . 

证 明 方程 1《 f(x) ) =z 也 没有 实 根 ， 

181。 在 一 张 有 无 穷 个 格子 的 纸 上 n 个 格子 涂 成 了 黑色 ， 在 时 
刻 t 二 1，2，…， 按 以 下 规则 把 所 有 格子 重新 涂 色 : / 

每 一 个 格子 k 得 到 在 前 一 时 刻 三 个 格子 ( 即 格子 R 本 号 、 右 邻 
的 格子 和 上 邻 的 格子 ) 中 大 多 数 格子 曾经 有 过 的 颜色 ( 如 果 这 些 
格子 中 的 两 个 或 者 3 个 曾 是 白色 ， 那 么 k 就 得 到 白色 ; 如果 其 中 
两 个 或 者 三 个 格子 曾 是 黑色 ， 那 么 k 就 得 到 黑色 ) 。 

1 ) 证 明 ， 经 过 有 限时 间 后 在 纸 上 没 有 黑 格 子 。 

2 ) 证 明 :， 黑 格子 的 消失 不 晚 于 时 刻 t 一 7。 

182。 在 锐角 三 角形 4BC 的 各 边 上 向 外 侧 作 三 个 彼此 相似 的 
锐角 三 角形 ， AC1B、BA1C、CB1A4( 同 时 LAB1C= 人 ABC! 
~ /ABC, ABAC= /LBAC,= LBAC). 

1 ) 证 明 ; 三 角形 4C1B、BA1C 和 CB1 4 的 外 接 圆 相交 于 
一 个 点 。 

2 ) 证 明 ， 直线 44, 、BB, 和 CC 也 交 于 同一 点 。 

183。AN 个 人 彼此 之 间 不 认识 。 现 在 要 使 其 中 的 某 些 人 互相 
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认识 ， 使 得 任何 三 个 人 中 都 没有 相同 数量 的 熟人 . 证 明 : 对 于 任 
意 以 ， 都 能 做 到 这 一 点 。 

184。 王 在 每 一 个 格子 上 正好 停 一 次 并 在 最 后 一 步 回 到 了 最 
初 的 位 置 后 ， 它 走 志 了 8 x8 的 棋盘 〈 王 的 走 法 按 通 稼 国际 象棋 规 
则 ) 。 旭 果 用 线段 把 王 先 后 走 过 的 方 格 中 心 连接 起 来 ， 就 画 出 了 
它 的 路 线 ， 于 是 就 得 到 了 一 条 不 自 相 交 的 闭 折线 ， 

1 ) 举 出 表明 王 治 着 水 平 线 和 垂直 线 正好 走 28 步 的 例子 ， 

2 ) 证 明 ; 王 走 的 步 数 不 能 少 于 28. 

3 ) 如 果 格 子 的 边 长 为 1 ， 求 王 所 走路 线 的 可 能 最 大 长 度 和 
最 小 长 度 ， 

185。 给 定 面积 为 1!1、 边 长 为 ao、b、c 的 三 角形 .已 知 a 之 b 之 c， 
证 明 :， Lb 之 V2. 

186。 给 定 己 # 边 形 内 的 一 点 ， 这 个 凸 ” 边 形 的 边 两 两 不 平行 
证 明 : 过 这 一 点 不 可 能 作出 ?条 以 上 的 直线 ， 使 其 中 的 每 一 条 都 
等 分 4 边 形 的 面积 。 

187。 证 明 ， 如 果 zx 、 XT2、Xa、 Xs、Xs 必 上 正 数 ， 那 么 

(zi 十 zz 十 zs 十 Z4 十 zs ) 24 (xixs rx 十 zszs 二 XTs 

十 Z5Xi ) 。 

188。 在 空间 中 给 出 不 在 同一 平面 上 的 4 个 点 。 车 以 这 些 点 

作为 顶点 ， 能 作成 多 少 个 不 同 的 平行 六 面体 ? 


第 八 届 ( 1974 年 ) 


年 级 ”第 一 天 第 二 天 

8 1891).s).s) 190 191 197 198 199 2001) 
9 190 192 1894) 193 201 202 200，， 
10 194 195 196 193 203 204 200，， 


189。 在 每 张 卡 上 三 上 各 写 一 个 数 ， 十 1 或 一 1。 可 以 指 着 3 张 卡 
片 提问 题 ， “这 3 张 卡 片上 的 数 的 乘积 等 于 多 少 ? ”( 但 不 告诉 
“卡片 上 写 的 是 什么 数 ) 。 当 卡片 共有 1 ) 30 张 ，2 ) 31 张 3 ) 
32 张 时 ， 最 少 提 多 少 个 问题 才能 知道 所 有 卡片 上 的 数 的 乘积 ? 

4 ) 在 一 圆周 上 写 着 50 个 数 ; 十 1 或 者 一 1。 如果 提 一 个 问题 
能 知道 3 个 接连 捍 着 的 数 的 乘积 ， 问 : 必须 至 少 提 多 少 问题 才能 
知道 所 有 50 个 数 的 了 乘 积 ? 

190。R、! 是 自然 数 。 在 形式 为 36 一 5 的 数 中 求 绝对 值 最 小 
的 数 ， 并 证 明 所 求 的 数 确实 最 小 ， 

191。 1 ) 已 知 凸 六 边 形 的 每 条 边 长 都 大 于 1。 问 : 在 这 种 六 
边 形 中 总 能 存在 长 度 大 于 2 的 对 角 线 吗 ? 

2 ) 凸 六 边 形 4BCDEF 的 对 角 线 4D、BE、CF 的 长度 大 
于 ?2。 问 ,在 这 种 六 边 形 中 始终 存在 长 度 大 于 1 的 边 吗 ? | 

192。 给 定 两 个 互相 外 切 的 、 半 径 分 别 为 R、r 的 贺 。 作 梯形 
”ABCD， 使 每 一 癌 都 与 梯形 的 两 条 腰 相 切 且 与 一 底 相 切 。 求 腰 
AB 的 最 小 可 能 长 度 ， 

193。 在 平面 上 给 定 n 个 向 量 ， 它 们 的 长 度 都 等 于 1,n 个 问 晤 
之 和 是 堆 和 疝 量 .证明 可 以 把 问 量 编号 ， 使 当 R 一 1， 2， 从 
了 时， 前 & 个 向 量 之 和 的 长 度 不 大 于 2. 

194。 当 a、b、c 取 什么 实数 值 时 ， 等 式 | ax 十 by 十 cz | 十 
上 pz 十 cy 十 az | 十 | cz 十 cy 十 pz | = jz 二 + z| 对 一 
-切实 数 z、 y、2 成 并 ? ， 

195。 给 定 正方 形 48CD。P、 人 QQ 分别 为 4B、 BC 上 的 点 ， 满 
足 BP=BQ。 设 电 是 从 点 8 向 线段 PC 所 引 垂 线 的 重 足 . 证 明 : : 
角 DHQ 是 直角 、 

196。 给 定 车 干 个 红 点 和 若干 个 蓝 点 ， 其 中 某 些 点 由 线段 所 
连接 。 称 一 个 点 是 奇 点 ， 如 果 与 它 相 连 的 点 中 多 一 半点 的 颜色 与 
它 的 颜色 不 同 。 奇 点 可 以 重新 涂 色 ;在 每 一 步 中 选取 任意 一 个 吾 
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点 并 把 它 涂 成 其 它 的 颜色 . 

证 明 : 经 过 若干 步 之 后 不 再 有 任何 奇 点 。 

197。 求 使 "有 有 R 个 数字 、 各 有 7 个 数字 的 所 有 自然 数 z、 民 。 

198。 在 等 腰 直 角 三 角形 4BC 的 两 直角 边 C4、CB 上 分 别 取 
点 D、， 使 CD 二 CE。 从 点 C、D 引 直线 AE 的 垂 线 ， 这 两 条 垂 
线 的 延长 线 分 别 交 鲜 边 48 于 、 工 。 证明 : KL=LB， 

199。 在 8X8 芍 模 盖 上 两 个 人 玩 “ 猫 捉 稍 鼠 ” 的 游戏 。 第 ! 个 
人 有 一 个 老鼠 明 子 ， 第 2 个 人 有 若干 猫 侣 子 。 所 有 汲 子 的 走 法 都 
一 样 ， 同 在 、 同 左 、 向 上 或 者 向 下 走 一 个 格子 。 如 果 老 鼠 在 模 盐 
的 边 上 ， 那 么 它 可 以 再 走 一 步 跳 开 棋盘 ， 如 果 猫 和 老鼠 都 走 到 辣 
一 格子 中 ， 那 么 猫 就 吃 了 老鼠 。 参 赛 者 轮流 走 ， 同 时 第 2 个 人 可 
以 用 他 的 走 步 立刻 调动 所 有 的 猫 ( 这 时 可 把 不 同 的 猫 移 往 不 同 的 
方向 ) .老鼠 先 走 ， 它 设法 跳 离 棋盘 ， 而 猪 则 设法 吃 掩 老 启 。 

1 ) 设 共有 两 具 猫 ， 老 段 被 放 在 不 在 边 上 的 某 一 格子 中 。 
问 。 能 不 能 把 猫 放 到 棋盘 边 上 的 格子 中 ， 使 它们 能 够 吃 掉 老 鼠 ? 

2 ) 仿 设 有 三 只 猫 ， 同 时 假设 老鼠 第 一 次 连续 走 两 步 . 证 
明 ; 不 管 崩 子 开始 的 位 置 如 何 ， 老 鼠 总 能 躲 开 猫 。 

200。1 ) 证 明 ， 总 能 把 数 1、2、…、32 摆 成 某 种 次 序 ， 使 
任何 两 数 之 和 的 一 学 不 等 于 在 这 两 个 数 之 癌 的 任何 数 。 

2 ) 能 和 否 把 数 1，2，3，…，100 摆 成 某 种 次 序 ， 使 得 任何 两 
个 数 和 的 一 半 不 等 于 在 这 两 个 数 之 间 的 任何 数 ? 

201。 求 具有 以 下 性 质 的 一 切 三 位 数 4， 用 4 的 数字 的 各 种 重 

排 所 得 到 的 一 切 数 的 算术 平均 值 仍 等 于 4. 

: 202。 给 定 一 出 多 边 形 ， 不 可 能 把 任何 面积 为 1 的 三 角形 放 到 
其 中 。 证 明 ， 能 把 这 个 多 边 形 放 入 面积 为 4 的 三 角形 . 
”203。f 是 线段 v0<z<<1 上 的 函数 .已 知 ， 这 个 函数 非 负 且 f(1》 
二 1,. 澳 外 ， 对 于 满足 条 和 件 x1 守 0，zx, 守 0，zi 十 zz 委 !1 的 任意 两 个 
数 zi .zz ， 有 不 等 式 
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f(xit+z2 )>f (rz ) +f (x: ) ， 

1 ) 证 明 : 满足 上 述 条 件 的 任意 函数 ,对 于 一 切 x 都 有 不 等 
式 f (x ) &27, 

2 ) 不 等 式 f (zx ) 委 1.9z 对 于 一 切 z 都 成 立 吗 ? 

204。 给 定 面积 为 1 的 三 角形 4B8BC。 设 点 41:、B;、Ci 分 别 是 
三 条 边 BC、CA、.AB 的 中 点 。 如 果 点 KKK、L, MH 分 别 在 线段 4B,，、 
CA!、BC1: 上 ， 求 三 角形 A1B1Ci 与 KLM 的 公共 部 分 的 可 能 最 
小 面积 ， 


第 九 届 (1975 年 ) 


年 级 ， 第 一 天 第 二 天 

8 2051:} 206 207 2081) 213 214 215 
9 209 206 210 20 8,) 216 215 217 
10 211 212 105,;) 208 214 218 219 

205。 1 ) 把 三 角形 4B8C 绕 着 外 接 圆 圆心 旋转 小 于 180 "的 某 
一 角度 得 到 三 角形 41B1Ci ,彼此 对 应 的 线段 48B 和 A Bi 相交 于 
点 C，。，BC 和 Bi1Ci 相 交 于 点 4;，CA 和 CiA1 相 交 于 点 B22。 证 
糊 ， 三 角形 A; BC; 相似 于 三 角形 ABC， 

2 ) 四 边 形 ABCD 是 圆 内 接 四 边 形 , 把 它 绕 者 外 接 圆 的 圆心 
旋转 小 于 180' 的 某 一 角度 得 到 四 边 形 41B1C1D1 .证 明 ， 彼此 对 
应 的 直线 4B 和 A1B,、BC 和 Bi1C1:、CD 和 C1 D1:、DA 和 D4 
的 4 个 交点 是 平行 四 边 形 的 项 点、 : 

206。 给 定 面积 为 /的 三 角形 4B8C. 黄 个 人 做 以 下 游 戏 ， 第 一 
个 人 在 4B 边 上 选取 一 点 羡 , 第 二 个 人 在 38C 边 上 园 取 一 所 了， 人 然 
后 第 一 个 人 再 在 AC 边 上 选取 一 点 Z。 第 一 个 人 的 目的 是 得 到 最 大 
面积 的 三 角形 XYZ， 而 第 二 个 人 的 目的 是 得 到 最 小 面积 的 三 角 
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形 ， 问 : 第 一 个 人 能 确保 的 玻 大 面积 是 多 少 ? 

207。 给 定 一 旧 32 边 形 ， 它 的 所 有 顶点 部 在 方 衬 边 长 为 1 的 格 
纸 结 点 上 。 求 这 个 多 边 形 可 能 的 最 小 周 长 ， 

208。1 ) 在 7X7 个 格子 的 正方 形 中 要 标 出 R 个 格子 的 中 心 ， 
使 任意 4 个 标 出 的 点 不 是 某 一 矩形 的 项 点 ， 而 这 个 矩形 的 边 平行 
了 手 正 方形 的 边 。 问 ， 当 R 最 大 取 何 值 时 能 做 到 这 一 点 ? 

2 ) 对 于 13 X13 个 格子 的 正方 形 解 类 似 的 问题 . 

209。 态 Bl1、B，、Bs3、B,、B;、Bse 分 别 是 上 乌 六 边 形 A1 4 
4 A,AsAe 的 6 条 对 和 角 线 AeA,、A1A;、A;4,、A,sA4s,. A,A,、 
AsA1 的 中 点 。 

证 明 ， 如 果 六 边 形 B318，BsB,BsB。 是 是 六 边 形 ， 那 么 它 的 
面积 是 原 六 边 形 A14;A3A,AsAs 面 积 的 1/4， 

210。 证 明 : 用 数字 1 和 2 可 以 组 成 27+1 个 数 ， 每 一 个 数 都 是 
2" 位 ， 而 且 每 两 个 数 至 少 在 2"! 个 数位 上 不 相同 。 

211。 在 王 面 上 给 定 多 边 形 的 有 限 集 合 ， 这 些 多 边 形 中 每 两 
个 帮 有 公共 点 。 证明， 存在 与 所 有 和 多边形 都 相交 的 一 条 直线 .。 

212。 证 明 ， 对 于 正 数 a、65、c， 不 等 式 

a +6"+ce?++3abc>ab (aa 二 ) +bc( p 十 c ) 十 ac (at+c) 

成 立 。 
213。 三 只 巷 蝇 沿 着 三 角形 4BC 的 边 私 行 ， 使 由 这 三 个 苍蝇 
构成 的 三 角形 的 重心 保持 在 一 点 不 变 。 

证 明 ， 如 果 某 只 苍蝇 息 过 了 三 角形 的 3 条 边 ， 那 么 三 只 苍蝇 
构成 的 三 角形 的 重心 与 三 角形 48C 的 重心 重合 ( 三 角形 的 重心 
是 它 的 三 条 中 线 之 交点 ) 。 

214。 在 总 板 上 写 着 若干 个 >、1、2。 可 以 擦 去 其 中 两 个 不 相 
等 的 数字 ， 并 代 之 以 与 拒 去 的 数 邓 不 相 全 的 才 字 ( 例 如， 用 2 代 
替 0 和 1， 用 0 代替 1 和 2， 用 1 代替 0 和 2 ) . 

证 明 ， 如 果 经 过 若干 步 这 样 的 运算 后 在 黑板 上 还 有 一 个 数 ， 
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那么 这 个 数 与 氛 去 数字 的 先后 次 序 无 头 ， 

215。 给 定 一 水 平 带 形 ( 它 的 两 条 边 互相 平行 ) 以 及 与 这 条 
带 形 相交 的 "条 直线 。 这 些 直线 中 的 每 两 条 都 在 带 形 内 部 相 交 ， 
而 且 任意 3 条 直线 没有 公共 点 。 考 察 起 点 在 带 形 下 边缘 ,经 由 所 给 
直线 、 终 点 在 带 形 上 边缘 上 的 所 有 道路 ， 它 们 具有 以 下 性 质 ， 当 
沿 着 每 一 条 道路 行走 时 ， 始 终 往 上 走 ， 当 走 到 直线 的 交点 时 ， 必 


须 走 到 另 一 条 直线 上 去 (图 10 ) 
1 ) 没有 公共 点 的 道路 不 小 


于 n/2 条 ， : 图 10 
2 ) 存在 一 条 道路 , 它 至 少 由 ”条 线段 构成 。 


3 ) 存在 一 条 道路 ， 它 至 多 经 由 万 十 1 条 直线 ， 


4 ) 存在 一 条 道路 ， 它 经 由 所 有 直线 。 

216。 自 然 数 k 取 什么 值 时 ， 可 以 用 1 Xx1X1 的 白色 及 黑色 小 
方块 组 成 一 个 RXRXR 的 立方 体 ， 使 对 任何 小 方块 恰好 有 两 个 相 
邻 小 方块 与 它 有 相同 的 颜色 ? ( 两 个 小 方块 认为 是 相 邻 的 ， 如 果 
它们 有 公共 面 。 ) 

217。 给 定 

1 ) 自然 系数 的 多 项 式 P (x )， 

2 ) 整 系数 的 多 项 式 P (zx )， 

用 a 表示 P(n) 在 十 进 制 记 数 法 中 的 数学 和 ， 

证 明 ， 存在 一 个 数 ， 它 在 数列 ai， C29 ”9 Cn9 … 中 出 现 无 
穷 多 次 。 

218。20 个 队 参 加 世界 冠军 赛 和 欧洲 冠军 赛 . 在 这 些 队 中 有 
个 欧洲 队 ， 它 们 在 世界 冠军 赛 上 彼此 交锋 的 结果 计 入 欧洲 冠 备 赛 
煌 成 绩 。 冠军 赛 进行 了 一 辊 ， 

如 果 进 行 的 是 
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1 ) 冰球 冠军 赛 ( 允许 平局 ) 

2 ) 篮球 冠军 赛 ( 没有 平局 ) ， 那 么 ，& 最 大 取 什 么 值 时 ,在 
欧洲 冠 皇 赛 上 得 分 绝对 多 的 队 可 能 在 诬 界 冠 盏 赛 上 得 分 绝对 少 ? 

219。 1 ) 给 定 实 数 a1、as、61、62 以 及 正 数 pi、p:、qdi、 
gz。 证 明 : 在 2x2 和 矩阵 


Qi 二 +b: ai 十 p: 
pita: pi+g? 
| dz Tb!: 4a;++b, | 
pq: pb2+q; 
中 可 找到 -一 个 数 ， 它 不 小 于 与 它 在 同一 行 中 的 任何 数 ， 有 不 大 于 
与 它 在 同一 列 的 任何 数 ， 

2 ) 给 定 实数 qi 、az、…、an，01、 6 ，…、 了 6, 以 及 正 数 
Piv Pi、 “~ Pa Qi、 G2、 '**、 dn。 作 一 个 m xn 矩阵 ， 使 它 在 
第 1 行 (1 二 1,2,…，m ) 、 第 j 列 (j=1，2，…，n) 交点 的 数 为 

a; 十 b; 。 z 
pi;+g; 

证 明 ， 在 这 个 矩阵 中 存在 一 个 数 ， 它 不 小 于 与 它 在 同一 行 的 
任何 数 ， 也 不 大 于 与 它 在 同一 列 的 任何 数 ， 


第 十 届 (1976 年 》 


年 级 第 一 天 : 第 二 天 
8 220 221 2221),,) 223 229 230 231 
9 222,) 224 223 225 230 232 231 

10 223 226 227 228 225 233 234 231 


220。 在 叶子 上 放 着 50 块 准确 走时 的 手表 . 证 明 ; 在 某 一 时 
刻 ， 从 果子 中 心 到 分 针 末 端的 距离 之 和 大 于 从 桌子 中 心 到 手表 中 
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心 的 距离 之 和 ， 

221。 把 100 个 数 接连 写成 -~ 行 ， 然 后 在 它 下 面 按 以 下 规则 写 
第 2 行 ， 把 第 1 行 的 每 个 数 a 下 面 写 -~ 个 表示 a 在 第 1 行 中 出 现 次数 
的 目 然 数 。 用 同样 的 方法 可 由 第 2 行 得 到 第 3 行 : 在 第 2 行 的 每 个 
数 b 下 面 写 一 个 表示 5 在 第 2 行 中 出 现 次 数 的 自然 数 。 再 由 第 3 行 如 
此 得 到 第 4 行 ， 等 等 。 

1 ) 证 明 ， 某 一 行 与 它 的 下 一 行 相同 ， 

2 ) 证 明 ， 第 11 行 写 第 12 行 相同 ， 

3 ) 举 出 一 个 说 明 由 第 1 行 得 到 的 第 10 行 和 第 11 行 不 相同 的 
例子 . 

222。 在 平面 上 给 出 半径 相同 的 3 个 圆周 ， 

”1 ) 证 明 ， 如 果 它 们 都 相交 于 一 点 ， 如 图 11-! 所 示 ， 那 么 用 

狠 线 标 出 的 练 4 天、C 玉 、 巨 扩 之 和 等 于 180"。 


图 11 一 i 图 11 一 2 


2 ) 证 明 ， 如 果 它 们 的 位 置 如 图 11-2 所 示 ， 那 么 用 粗 线 标 出 


先 弧 AB、CD、EF 之 和 等 于 180". 

223。 zi、zz 是 小 于 1000 的 两 个 自然 数 ， 用 这 两 个 数 可 以 作 
出 一 数 列 zi ，xzrz ，zas，…，xzr， 其 中 zs 一 | zi 一 X72 | ，z4 等 于 
| TI1™X2 、 | za 一 zs | 、 | zi 一 zs | 中 最 小 的 一 个 数 ， zs 等 于 


zi 一 22 | 、 | zi 一 z3| 、 [zi 一 Z4 | 、 | za 一 zs , | zz 一 2 | » 


Wr 


| zs 一 z4 | 中 最 小 的 一 个 数 ， 等 等 ，( 对 每 一 个 数 ， 比 较 它 前 面 


任意 两 个 不 同 数 之 差 的 绝对 值 ， 再 取 其 中 最 小 的 一 个 。 ) 证 明 ， 
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一 证 在 zx: :一 0。 

224。 能 否 用 由 数字 0 和 2 组 成 的 不 同 的 3 位 数 把 立方 体 的 项羽 
标号 ， 使 得 任何 两 个 相 邻 顶点 的 2 好 码 至 少 在 两 个 数 1 位 上 不 相同 ? 
225.。 在 平面 上 给 出 和 为 0 的 向 是 2 .五 可。 证明 
不 等 式 

-> > 一 > 一 > ——> 一 -一 > -一 -一 > 
lal+[161--l cl+|d |l 宇 la+d|l+|b+di-lc+d|. 

226。 在 正 1976 边 形 中 ， 标 出 了 所 有 有 边 的 中 点 以 及 所 有 对 角 
线 的 交 上 后。 问 ， 最 多 有 多 少 个 标 出 的 点 在 同一 圆周 上 ? 

227。 在 一 张 正方 形 的 纸 上 画 着 tn 个 纱 形 ， 它 们 的 边 癌 平行 于 
纸 边 。 已 知 任何 两 个 矩形 都 没有 公共 的 肉 点。 证明 如 果 挖 去 所 
有 的 和 矩形， 那么 纸 的 剩余 部 分 的 小 块 的 数量 不 多 于 n 十 1。 

228。 三 个 步行 者 各 斋 着 一 条 笔直 的 大 路 匀速 前 进 。 在 最 初 
的 时 刻 他 们 不 在 同一 直线 上 .证明 :他 们 能 够 在 同一 直线 上 的 机 
会 不 多 于 两 次 。 

229。 在 99X99 的 国际 象棋 盘 上 画 有 图 形 (《 这 个 加 在 1 )、 
2 ) 、3 ) 3 个 小 题 中 将 不 相同 ) 。 在 图 形 T 的 每 个 格子 中 各 有 一 
个 甲虫 ， 在 某 一 时 刻 甲 虫 可 以 飞 起 来 并 重新 落 到 这 个 轿 形 T 的 格 
子 中 去 ， 同时 在 一 个 格子 中 可 以 有 若干 个 甲虫 。 在 相 邻 两 个 格子 
中 的 甲 忠 在 起 发 之 后 ， 可 以 重新 落 在 相 邻 格子 中 ， 也 可 以 落 到 间 
一 个 格子 中 (把 有 公共 边 或 者 公共 下 所 的 钞 子 称 为 相 邻 的 格子 》。 


1 ) 假设 贺 形 了 是 “中 心 十字 ? 〈 如 图 12-1 ) 。 证 明 :, 在 这 
个 情形 中 某 个 甲虫 回 到 了 原 处 或 者 飞 到 相 邻 的 格子 中 ， 
”2 ) 如 果 图 形 是 “窗户 框 ”( 如 图 12-2 ) ， 上 结论 正确 否 ? 
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3 ) 如 果 图 形 是 整个 棋盘 ， 上 结论 成 立 吗 ? 

230。 如 果 一 个 三 角形 的 每 条 边 长 都 大 于 1, 就 称 它 是 “大 : 
的 ”三 角形 ， : 
给 定 边 长 为 5 的 正三 角形 4BC， 证 明 ， 

1 ) 从 三 角形 4BC 中 能 挖 去 100 个 “大 的 ”三 角形 。 
2 ) 完全 能 够 把 三 角形 4BC 分 成 至 少 100 个 “大 的 2 三 角 : 
形 . ” 

3 ) 能 把 三 角形 4BC 分 成 不 少 于 100 个 “大 的 ”三 角形 ， 并 
满足 以 下 条 件 ; 任何 两 个 “大 的 ”三 角形 或 者 不 相交 ， 或 者 只 有 一 -、 
个 公共 点 ， 或 者 有 一 条 公共 边 ( 这 样 的 分 法 称 为 “三 角 训 分 ”)， 

4 ) 对 于 边 长 为 3 的 等 边 三 角形 解 2 ) 、3 ) . 

231。 对 于 给 定 的 自然 数 %?， 如 果 在 自然 数 的 数列 af，az， 
…，as《 kk 之 n ) 中 划 去 某 些 项 后 得 到 了 1，2，…，Y# 汐 任 一 重 排 
( 即 得 到 这 样 的 一 个 数列 ， 数 1，2，…，?# 中 的 每 一 个 数 在 其 中 - 
只 出 现 一 次 ， 则 称 该 数列 为 “万 能 的 ”。 例 如 ， 数 列 (1，2，3， 
1，2，1，3 ) 对 于 "= 3 是 万 能 数列 ; 而 数列 (1, 2, 3, 2, 1， 
3，1 ) 不 是 万 能 数列 ， 因 为 不 管 怎么 删 法 都 不 能 得 到 1, .2，3 汐 
重 排 (3，1，2 ) 。 这 个 试题 的 目的 是 对 于 给 定 的 m， 估计 最 短 大 
能 数列 的 项 数 。 

1 ) 举 一 个 有 后 项 的 万 能 数列 的 例子 。 本 

2 ) 举 一 个 有 2#2 一 ?十 1 项 的 万 能 数列 的 例子 。 

3 ) 证 明 ， 任 何 万 能 数列 的 项 数 不 少 于 n(n 十 1 ) /2， 

4 ) 证 明 ; . 当 n=4 时 ， 最 短 万 能 数列 有 12 项 ， 

5 ) 对 于 给 定 的 x"， 试 求 尽 可 能 短 的 万 能 数列 。( 竞赛 评委 
会 能 作出 有 nn*: 一 2n 十 4 项 的 万 能 数列 。 ) 

232。 在 圆周 上 有 和 等 于 0 的 "个 实数 , 且 其 中 有 一 个 数 等 于 1。. 

1 ) 证 明 。 存在 两 个 相 邻 的 数 ， 它 们 的 差 不 小 于 4/n， 

2 ) 证 明 ， 存 在 一 个 数 ， 它 的 两 个 邻 数 的 算术 平均 值 与 它 的 . 
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着 不 小 于 8/n*。 
- “3 ) 可 以 改进 2 ) 中 所 作 的 估计 ， 试 用 一 个 较 大 的 数 代 禁 2) 
中 的 8 ， 使 所 得 的 估计 仍然 对 一 切 自 然 数 成 立 。 

4 ) 证 明 ， 当 n= 二 30 时 ， 在 圆周 上 有 一 个 数 ， 它 的 两 个 邻 数 
的 算术 平均 值 与 它 之 差 不 小 于 2/113。 举 出 由 圆周 上 的 30 个 数 构 
成 的 数组 ， 使 其 中 任何 一 个 数 的 两 个 邻 数 的 算术 平均 值 与 这 个 数 
之 差 不 大 于 27/113。 

233。 在 中 心 为 0 的 正 ? 边 形 的 顶 所 上 放 着 数 ( 十 1) 和 (一 1)。 
可 以 同时 改变 在 茶 一 正 边 形 顶 点 上 的 数 的 符号 (k 边 形 的 中 心 是 
0Q， 且 kR 可 以 等 于 2 ) 。 

证 明 ， 当 

1 ) n=15; 

2 ) n= 30; 

3 ) ?是 任意 大 于 2 的 自然 数 时 ， 存 在 (十 1D) 和 (一 1) 的 初始 摆 
法 ， 无 论 进 行 多 少 次 改变 符号 都 不 能 把 所 有 顶点 上 的 数 都 变 成 
《十 1)， 

4 ) 对 于 任意 n， 试 求 满足 以 下 条 件 的 (十 1)、( 一 1) 的 不 同 
摆 法 的 最 大 个 数 Rn): 任何 一 个 摆 法 不 能 由 另 一 个 摆 法 经 过 若干 
次 改变 符号 得 到 。 例 如 ， 证 明天 (200) 一 28". 
” .234。 在 半径 为 1 的 球面 上 作 一 称 之 为 赤道 的 大 圆周 。 我 们 将 
利用 极 反 、 经 线 、 纬 线 等 地 理 术 语 。 

1 ) 我 们 给 出 球面 上 的 函数/: 它 在 球面 上 每 一 点 的 值 等 于 
这 点 到 赤道 平面 距离 的 平方 

验证 这 个 函数 有 以 下 性 质 ， 

如 果 腑 ; 、M:、M :是 球面 的 3 条 互相 垂直 的 半径 的 端点 ， 那 
fHMI)+HM, ) 十 FM)=1， 

在 以 下 各 小 题 中 ，j/ 是 球面 上 的 任意 非 负 函 数 ， 它 在 赤道 的 
每 一 扩 上 变 为 零 且 具有 上 述 性 质 ， 
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2 ) 设 愉 和 六 是 同一 经 线 上 在 北极 和 赤道 之 问 的 两 个 点 。 证 . 
了 明 ， 如 果 点 内 比 点 六 离 赤 道 平 面 远 些 ， 那 么 (AM )>ACN)， 

3 ) 设 寻 和 以 是 球面 上 的 任意 两 点 。 证 明 : 如 果 点 将 比 点 人 
离 赤 道 远 些 ， 那 么 FM )>>ACN). 

4 ) 证 明 ， 如 果 点 太 和 NN 在 一 条 纬 线 上 ,那么 1(M)==f(N )、 

5 ) 证明。 函数 与 在 1 ) 中 描述 的 相同 。 


第 十 一 届 (1977 年 ) 


年 级 第 一 天 第 二 天 
8 235 236 237:)， 230 243 2441)、:) 245 246: 
9 2371) 239 235 240 247 248 249 250 


10 2371) 239 241 242 235 251 244 246 
235。 在 平面 上 给 定 不 自 相 交 的 闭 折线 ， 它 的 任何 3 个 顶点 都 - 
不 在 同一 直线 上 。 如 果 不 相 邻 的 两 条 边 中 的 一 条 边 的 延长 线 与 娘 . 
一 条 边 相 交 ， 则 称 它 们 是 特别 的 。 证 明 ， 共 有 偶数 对 特别 的 边 。 
236。 在 平面 上 标 出 了 不 在 一 直线 上 的 若干 个 点 ， 并 在 扩 的 : 
附近 写 上 了 数 . 已 知 ， 如果 直线 通过 两 个 或 者 更 多 个 所 标 出 的 成, 
那么 在 这 些 点 附近 所 写 数 之 和 等 于 0。 证明， 所 有 数 都 等 于 零 。 
237。 1 ) T: 和 了 :为 圆 内 接 三 角形 ， 同 时 4 :的 顶 扣 是 ! :的 - 
顶点 分 贺 周 所 得 弧 的 中 点 。 证明， 在 六 边 形 T 几 TT; 中， 连结 机 
对 项 点 的 对 角 线 平行 于 三 角形 TT, 的 边 且 相交 于 一 个 扩 。 
2 ) 连结 三 角形 4B8C 的 外 接 贺 弧 A4B、AC 之 中 点 的 线段 与 
AB 边 、AC 边 分 别 相 交 于 D、K。 证 明 ; 尽 4、D、K 以 及 三 角 . 
形 4BC 内 切 圆 的 中 心 0 是 萎 形 的 项 上 挟 。 / 
238。 在 圆周 上 有 若干 个 黑 棋 子 和 白 棋 子 . 两 个 人 做 游戏 ， 第 . 
一 个 人 拿 走 有 相 邻 白 棋子 的 所 有 墨 棋子 (即使 是 从 一 侧 也 可 以 )， 
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然后 第 二 个 人 拿 走 有 相 邻 黑 棋子 的 一 切 白 棋子 。 这 人 么 做 下 去 一 直 
到 剩 下 一 个 颜色 的 棋子 为 止 ， : 

1 ) 设 起 初 有 40 个 棋子 。 在 每 一 个 人 做 两 步 后 ， 能 不 能 在 加 
周 上 只 剩 下 一 个 棋子 ? 

2 ) 设 在 圆周 上 起 初 有 1000 个 棋子 。 问 ， 最 少 经 过 多 少 步 之 
后 在 圆周 上 只 剩 下 一 个 棋子 ? 

239。 给 定 一 无 穷 数列 {a,) ， 已 知 lim (ami 一 于) =0。 


2 
证 月 ， lima, 一 0 


240 。 在 某 个 国家 中 从 每 个 城市 都 可 以 经 过 其 它 城市 而 乘 行 
到 达 另 外 任何 一 个 城市 。 已 知 每 一 次 乘 行 的 价格 。 有 两 条 全 国 各 
城市 之 闻 的 乘 行 路 线 , 使 每 个 城市 在 每 条 路 线 中 恰好 出 现 一 次 . 纺 
制 滋 行路 线 亲 照 了 以 下 原则 : 乘 行路 线 的 起 扣 城 市 可 以 任意 选择 ， 
而 在 以 后 的 每 一 步 中 ， 要 从 其 余 的 城市 中 选择 那样 的 城市 ， 使 由 
前 -个 已 选 好 的 城市 到 达 它 时 花 最 少 的 钱 、 如 果 那 样 的 城市 有 好 
刀 个 ， 则 从 中 任 选 一 个 ) 。 而 在 编制 第 2 条 路 线 时 ， 起 点 城市 也 
可 以 任意 选择 ， 但 在 以 后 的 每 一 步 中 ， 要 从 其 余 的 城市 中 选择 那 
样 的 城市 ,使 由 前 一 个 已 选 好 的 城市 到 达 它 时 花 最 多 的 钱 . 证 遇 ， 
沿 第 一 条 路 线 乘 行 的 总 费用 不 多 于 沿 第 二 条 路 线 乘 行 的 总 费用 、 

241。 在 凸 多 而 体 以 的 每 个 项 把 上 有 三 条 核 汇合 .已 知 它 的 每 
一 个 面 都 是 有 外 接 圆 的 多 边 形 。 证 明 ， 这 个 多 面体 有 外 接 球 面 。 

242。 有 一 多 项 式 z!0 十 关 2Z8 十 并 2Z8 十 … 十 共 2 十 站 2 十 1。 两 
个 人 做 游戏 ， 首 先 第 一 个 人 用 某 个 数 蓉 代 任何 一 个 小 星星 ， 接 者 
第 二 个 人 用 一 个 数 奉 代 剩 余 小 星星 中 的 任何 一 个 ， 然 后 第 一 个 人 
再 用 一 个 数 替代 一 个 小 星星 ， 等 等 ， 共 做 了 9 步 ， 如 果 所 得 多 项 
式 不 会 有 实 根 ， 那 么 第 一 个 人 就 赢 了 ， 即 使 有 一 个 实 根 ， 第 二 个 
-人 了 殉 赢 。 

加 :无论 第 一 个 人 用 什么 数 替 代 关 ， 第 二 个 人 都 能 启 吗 ? 
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243。?7 个 地 精 围 坐 在 圆桌 周围 ， 在 每 个 地 精 面 前 有 1 个 盛 着 
生 奶 的 杯子 。! 个 地 精 把 自己 的 奶 都 均 分 到 其 余 的 杯子 中 去 ， 接 
者 他 石 边 的 第 一 个 邻居 照样 做 一 遍 ， 然 后 下 一 个 ， 等 等 ， 在 第 7 
个 地 精 把 自己 的 奶 均 分 到 其 它 杯子 中 后 ， 在 每 一 个 杯子 中 还 是 最 
初 的 那么 多 奶 。 所 有 杯子 中 的 奶 共 有 3 升 。 问 :最 初 每 个 杯子 中 
各 有 多 少 和 牛奶 ? 

244。 如 果 一 个 2n 位 数 它 本 身 是 完全 平方 而且 用 它 的 前 个 
数字 和 后 n 个 数字 所 组 成 的 数 也 都 是 完全 平方 ( 这 里 第 2 个 n 位 数 
可 以 从 数字 0 开始 ， 但 不 能 等 于 0， 而 由 前 "个 数字 组 成 的 第 1 个 nn 
位 数 不 能 从 0 开始 ) ， 则 称 这 个 数 为 奇数 。 

1 ) 求 所 有 两 位 数 和 四 位 数 的 奇数 ， 

2 ) 有 六 位 数 的 奇数 吗 ? 

3 ) 证明: 存在 20 位 的 奇数 。 

4 ) 证 明 ， 100 位 的 奇数 至 多 有 :10 个。 

5 ) 证 明 : 存在 30 位 的 奇数 。 

245。 给 定 正 数 集合 tcl，az ，…，a} 。 我 们 写 出 每 一 个 
子 集中 的 所 有 数 之 和 ( 即 分 别 写 出 1 个 数 、2 个 数 、…、n 个 数 之 
和 ) .证 明 ， 可 以 把 所 写 出 的 这 些 和 数 分 成 ?组 ,使 在 每 一 组 中 最 大 
数 与 最 小 数 之 比 不 超过 2 。 

246。 有 1000 张 号 码 分 别 为 000、001、…、999 的 票 和 100 个 
号 码 为 00、01、…、99 的 小 匣子 。 如 果 小 匣子 的 号 码 能 由 一 张 票 
的 号 码 删 去 其 中 的 一 个 数字 得 到 ， 那 么 这 张 票 就 可 以 放 到 这 个 小 
附子 中 去 。 证 明 ，; 

1 ) 可 以 把 所 有 票 分 放 到 50 个 小 曲子 中 去 。. 

2 ) 不 可 能 把 所 有 的 票 分 放 到 少 于 40 个 的 小 匣子 中 去 。 

3 ) 不 可 能 把 所 有 票 分 放 到 少 于 50 个 的 小 匣子 中 去 。 

4 ) 假设 票 的 号 码 是 4 位 数 ( 从 0000 到 9999 ) 。 如 果 小 匣子 
的 号 码 能 由 票 的 号 码 删 去 两 个 数字 得 到 ， 那 么 这 张 票 就 可 放 到 这 . 


49 


个 小 茄子 中 去 。 证 明 ， 能 把 所 有 4 位 数字 的 票 分 放 到 34 个 小 功 子 
中 去 。 加 的 
5 ) 对 于 8k 位 数 的 村 (上 =4，5，6… ) 最 少 需要 多 少 个 小 里 
子 ? 

247 。 给 定 一 张 有 100 x 100 个 格子 的 正方 形 格 纸 。 在 这 张 格 
纸 上 沿 格子 的 边 作 了 若干 条 不 自 相 交 的 闭 折 线 ， 而 且 这 些 折 线 不 
相交 。 这 些 折 线 严格 地 在 正方 形 内 部 ， 但 端点 可 在 正方 形 的 边 需 
上 。 证 明 ， 除 了 正方 形 的 顶点 外 ， 存 在 ( 在 正方 形 内 部 或 边界 
上 ) 不 属于 任何 折线 的 结 点 ， 

248。 给 定 目 然 数 z: 、zz 、…、xzas 以 及 Vi、Y2、"…、Ym。 两 
个 和 和 Zz 十 zz 十 十 z 以 及 yi 十 yz 十 … 十 ym 彼此 相等 且 小 于 mn。 证 
明 ， 在 等 式 zi 十 Zz;: 十 … 十 X= 二 yi 十 yz 十 十 ym 中 可 以 删 去 一 部 分 
加 数 ， 使 剩 下 的 部 分 仍然 是 等 式 。 

249。 在 平面 上 给 定 1000 个 正方 形 ， 它 们 的 边 都 平行 于 坐标 
轴 。 设 内 是 这 些 正方 形 的 中 心 之 集合 。 证明， 可 以 把 其 中 一 部 分 
正方 形 做 上 记号 ， 使 集合 好 的 每 个 把 落 在 不 少 于 工 个 且 不 多 于 1 
个 做 记号 的 正方 形 中 。 

250。 在 一 张 果 子 上 放 着 天 平和 ?* 个 不 同 重量 的 硅 码 ， 把 夸 码 
轮流 放 到 天 平 盘 中 ( 每 一 步 从 桌子 上 取 任 何 一 个 夸 码 并 把 它 加 到 
这 个 或 那个 盘子 中 。 

1 ) 证 明 : 可 以 按 下 面 的 次 序 来 放 夸 码 :首先 让 左边 的 盘子 过 
. 重 ， 然 后 让 右边 的 过 重 ， 接 着 再 左边 的 过 重 、 右 边 的 过 重 等 等 ， 
我 们 用 字母 L、 上 来 对 应 于 这 个 称 量 结 果 的 序列 LRLRLR-…， 
其 中 上 表示 左边 过 重 ，K 表 示 右 边 过 重 . 

2 ) 证 明 ， 对 于 由 n 个 字母 L、K 构 成 的 任何 一 个 词 ， 可 以 
这 么 来 把 奢 码 放 到 天 平 盘 中 ， 使 这 个 词 对 应 于 称 量 结果 的 序列 。 

251。 我 们 将 研究 单 变量 + 的 旦 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 。 两 个 
那样 的 多 项 式 已 、Q 称 为 可 交换 的 ， 如 果 多 项 式 P (Q(x) ) 和 
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Q( P(x) ) 恒 等 ( 即 在 去 括号 和 化 为 标准 形式 后 ， 这 两 个 多 项 式 
的 所 有 系数 对 应 相等 ) . 

1 ) 对 于 每 一 个 数 c， 求 与 多 项 式 已 (z ) 一 z* 一 a 可 交换 
的 、 不 超过 3 次 的 所 有 多 项 式 . 

2 ) 设 P 为 2 次 多 项 式 ，k 为 自然 数 。 证 明 : 至 多 存在 一 个 
与 P 可 交换 的 k 次 多 项 式 ， 

3 ) 求 与 所 给 的 二 次 多 项 式 P 可 交换 的 4 次 及 8 次 的 所 有 多 
项 式 ， 

4 ) 多 项 式 尺 、Q 与 同一 个 2 次 多 项 式 P 可 交换 ， 证 明 它们 
也 可 交换 ， 

5 ) 证 明 ， 存 在 多 项 式 的 无 穷 数列 P;，Ps，…,… ;人 Ps， 
其 中 已 :为 KK 次 多 项 式 ， 使 在 这 个 数列 中 任何 两 个 多 项 式 都 可 交 
换 而 且 多 项 式 P, 有 形式 Ps, (zx) =z 一 2。 


第 十 二 届 (1978 年 ) 


年 级 。 ”第 一 天 第 二 天 
8 252 253 254 2551)、 2) 260 261 262 263 
YQ 252 253 254 257 260 261 264 265 


10 258 259 255s).、4),s) 257 260 266 267 266 
252 。 用 a, 表 示 最 接近 于 Vn 的 整数 。 求 和 


li+.. l 
dd! a2 C1080 


53。 点 MM 是 四 边 形 4BCD 内 的 一 点 , 使 48BMD 是 平行 四 边 
形 。 证明: 如 果 人 LCBM= LCDM, 那么 LA4CD= 人 LBCM . 

254。 证明; 当 m 为 任意 自然 数 时 ,1978" 一 1 不 能 被 1000" 一 4 
整除 、 
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255。 在 平面 上 ( 或 在 空间 中 ) 给 定 有 限 集合 玉 ,， 把 用 这 个 
集合 中 的 一 个 点 关于 另 一 点 的 对 称 映射 所 得 到 的 一 切 点 都 加 到 
这 个 集合 上 ， 这 就 得 到 了 六: 。 类 似 地 可 由 集合 久 , 得 到 KK :， 由 
大 :得 到 区 : ， 等 等 。 

1 ) 设 集合 上 ,由 距离 为 1 的 两 个 点 4、B 构 成 。 问 ， 当 rn 最 小 
取 什 么 值 时 ， 在 集合 KK, 中 存在 与 点 4 距离 为 1000 的 斥 ? 

2 ) 设 K ,由 面积 为 1 的 等 边 三 角形 的 3 个 顶点 构成 . 求 包 
含 K .的 最 小 凸 多 边 形 的 面积 (n=!，2，… ) 。 

以 下 各 小 题 中 并 ,由 单位 体积 的 正四 面体 的 4 个 顶点 构成 。 

3 ) 研究 包含 K ;所 有 点 的 最 小 凸 多 面体 。 间 ， 这 个 多 面体 
请 多 少 个 面 以 及 都 是 什么 样 的 面 ? 

4 ) 这 个 多 面体 的 体积 等 于 多 少 ? 

5 ) 求 包含 集合 瓜 。( 2 一 1，2，3，… ) 的 最 小 凸 多 面 体 的 
"体积 ， 
256、 有 两 小 堆 火 柴 , 一 堆 中 有 m 根 ， 另 一 堆 中 有 # 根 ,m>>m。 
- 钙 个 人 轮流 各 从 一 堆 中 取 火 柴 ， 每 次 从 一 堆 中 所 取 火 柴 的 根 数 
《 异 于 0 ) 是 为 一 堆 中 火柴 根 数 的 倍数 。 能 在 一 堆 中 取 最 后 一 根 
- 火 荣 的 人 就 赢 。 
1 ) 证 明 :， 如果 m>>2n， 那 么 第 一 个 取 火 柴 的 人 能 保证 自己 
: 廉 ， 
2 ) 当 c 取 何 值 时 下 结论 成 立 ， 如 果 m cr， 则 先 取 火柴 的 
.人 能 保证 自己 赢 ? 

257。 证 明 ， 存在 无 穷 有 界 数列:， 使 对 不 同 的 m 和 和 R， 不 
等 式 

四 
| m—Ek | 


| Ln | 之 


成 立 。 
258。 设 1(7) 二 x ”一 + 十 1 ,证明 ， 对 于 任意 自然 数 m>>1, 数 m、 


32 


fm)、f (ff(m) ) 、… 两 两 互 质 . 
” 259。 证明 ， 存 在 数 4， 使 函数 y= Asinx 的 图 象 有 1978 个 两 
两 不 等 的 内 接 正 方形 ( 即 这 些 正方 形 的 顶点 都 属于 函数 图 象 ) 。 

260。 3 染 自 动机 在 卡片 上 打印 自然 数 数 对 。 自 动 视 按 以 下 
方式 工作 : 第 一 架 自 动机 读 完 卡片 (a; 8) 后 输出 新 的 卡片 (a 十 1; 
6b 十 1 ) ， 第 二 架 自动 机 读 完 卡片 (ay 6) 后 输出 新 卡片 (a/2，8/2) 
《 仅 当 a、5 为 偶数 时 它 才 工作 ) ， 第 三 架 自 动机 每 次 读 两 张 卡片 
(a; 5) 和 (6;c )， 输 出 的 新 卡片 是 (a，; c ) 。 此 外 ,自动 机 能 
退回 所 有 读 过 的 卡片 。 

假设 有 一 张 初始 卡片 (5; 19 ) ， 回 : 能 否 利用 任何 类 型 的 
自动 机 来 得 到 卡片 : 

1 )(1; 50)? 

2 ) (1; 100)? 

3 ) 假设 有 初始 卡片 (a; 5 ) ，a 达 6， 而 我 们 想得到 卡片 
0 问 ，1n 取 何 值 时 能 做 到 这 一 上 后? 

， 面 积 为 $ 的 n 边 形 内 接 于 半径 为 R 的 圆周 ， 在 n 边 形 的 每 

条 边 上 烙 标 出 一个 点 。 证 明 ， 顶点 在 所 标点 上 的 2? 边 形 的 周 长 不 
小 于 2S_AR。 

262。 一 只 横 子 在 2Xm 个 格子 的 棋盘 的 角 上 ， 两 个 人 轮流 把 
它 挪 到 相 邻 的 格子 中 去 ( 即 挪 到 与 这 个 棋子 所 在 格子 有 公共 边 的 
格子 中 ) 。 棋 子 不 能 第 二 次 走 到 某 一 格子 中 ,无 处 可 走 的 人 将 要 
输 给 对 方 。 

1 ) 证 明 ， 如 果 n 为 偶数 ， 那 么 先 走 的 人 能 赢 ， 而 如 果 n 为 可 
数 ， 则 第 二 个 人 赢 。 

2 ) 如 果 最 初 棋子 不 在 和 角 上 的 格子 中 ， 而 在 与 它 相 邻 的 一 个 
格子 中 ， 那 么 谁 将 取胜 ? 

263。 在 平面 上 给 定 了 若干 条 不 相交 的 线段 , 且 任 何 两 条 都 不 
在 一 条 直线 上 .我 们 想 再 作 若 干 条 连结 已 知 线段 端 反 的 线段 ,使 所 
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有 线段 一 起 构成 一 条 不 自 相 交 的 折线 。 问 :总 能 做 到 这 一 扎 吗 ? 
264。 数 rz,、z:、…、xz, 属 于 区 间 [a，48】，, 其 中 0 之 a<b， 
证 明 不 等 式 


l 1 ， ,| (a-tb)” ， 
(7X1 十 Xz 十 ， “十 x ) (二 十 二 十 +)< aa Nn, 


265。 给 定 质数 如 >3 。 在 坐标 平面 上 考察 由 坐标 为 整 数 的 
点 (7z，# ) 构成 的 集 合 MM， 其 中 0<z<bp，0 委 <z 加 .证明 : 可 
以 标 出 集合 前 中 p 个 不 同 的 点 ， 使 其 中 的 任何 4 个 数 都 不 在 平行 
四 边 形 的 项 点 上 ， 而 且 其 中 任何 3 个 数 都 不 在 一 直线 上 ， 

266。 证明 。 对 于 任何 四 面体 存在 两 个 平面 ， 使 四 面体 对 这 
两 个 平面 的 投影 的 面积 之 比 不 小 于 w 2 . 

267。 我 们 考察 ?个 数 c: 、a; 、…、a,， 设 


六 一 ee (kl, 2， 


C=(g1—b1)*+(as mb ) ++(a,—b6.)’ 
D=(a1—6,.)*+(as 6) 十 … 十 (a,—b.):。 
证 明 不 等 式 C<D<2C. 
268。 考 察 数列 7, 一 《1 十 2 十 V3 )", 把 它 的 每 一 项 都 变 
为 以 下 形式 : 
zs 一 gu, 十 rw 2 十 9w 3 十 fw 6， 其 中 q、r、S,、f 是 整 
数 。 求 极限 


应 各 lim lim> jlim 


B00 dn? soo On? ao Cn 


54 


第 十 三 届 (1979 年 ) 


年 级 第 一 天 第 二 天 

8 289 270 271 274 275 276 277 
9 269 272 271 278 279 280 281 
10 273 272 271 276 275 282 283 


269。 如 果 一 个 等 腰 直 角 三 角形 的 三 个 顶点 在 另 一 个 等 腰 直 
角 三 角形 的 三 条 不 同 的 边 上 ， 求 这 两 个 等 腰 直 角 三 角形 面积 之 比 
的 最 小 值 ， 
| 270。 松 鼠 在 坐标 平 面 Oy, 的 第 一 象限 (zx 之 0，y 之 0 ) 内 按 
以 下 方式 跳动 。 它 由 点 (zx，y ) 可 以 跳 到 点 (x 一 5; y 十 ?7 ) ， 或 
者 (zx 十 1，y 一 1 ) ， 但 不 能 跳 到 一 个 坐标 为 负数 的 点 。 / 

间 ， 松鼠 从 哪些 初始 点 (x，y ) 不 能 跳 到 与 坐标 原点 距离 大 
于 1000 的 点 上 ? 画 出 所 有 那样 初始 点 的 集合 并 求 出 其 面积 . 

271 。 在 国会 里 每 一 个 议员 至 多 有 3 个 对 手 . 证 明 ， 国 会 能 
分 成 两 个 院 ， 使 每 一 个 国会 议员 在 他 所 在 的 那个 院 里 至 多 有 一 个 
对 手 。 约定 : 如 果 B 是 4 的 对 手 ， 那 么 4 是 8 的 对 手 。) 

272。 在 练习 本 里 写 着 若干 个 数 。 如 果 这 些 数 中 的 两 个 数 或 
更 多 一 些 数 的 算术 平均 值 不 等 于 这 些 数 中 的 任何 数 ， 那 么 就 可 以 
把 这 些 平均 值 添 写 到 已 写 好 的 那些 数 旁 边 。 

证 明 ， 从 数 0 、1 开始 ， 用 那样 的 添 写 法 可 以 得 到 数 ， 

1 )1/5; 

2 )0 和 1 之 间 的 任何 有 理 数 。 

273。z, 是 正 数 的 递减 序列 ， 对 于 任何 自然 数 2 有 


zi 十 芭 十 二 十 … 十 -< 1 ， 
2 3 人 
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证 明 ， 对 于 任何 自然 数 p， 有 不 等 陈 
好 十 二 十 … 十 卫生 3， 


274。 站 二 面 上 给 定 基干 点 对 于 药 些 点 4.8 可 作 向 量 信 
同时 以 某 个 点 为 起 点 的 向 量 的 个 数 等 于 以 同一 点 为 终点 的 向 量 的 
个 数 ， 

证 明 ， 所作 的 一 切 向 量 之 和 等 于 0. 

275。 为 了 在 经 过 任意 一 个 方 格 中 心 且 平行 于 棋盘 某 一 边 或 
对 角 线 的 每 条 直线 上 至 少 有 一 个 棋子 ( 棋子 放 在 方 格 中 心 ) ， 那 
么 ， 在 

1 ) 8 x 8 个 方 格 ; 


2 ) nxXn 个 方 格 
的 棋盘 上 至 少 需 要 放 多 少 个 棋子 ? 
276。 解 方程 组 ， 
mt A sea YT 2 一 多 
Vl-—r+y 7 VI-r+y 
《a、6 为 已 知 数 ) 


277。 有 若干 个 正方 形 ， 它们 的 面积 和 等 于 4. 证 有 明 ， 总 能 
用 这 些 正方 形 覆 盖 面 积 为 1 的 正方 形 . 
278。 证 明 ， 对 于 区 间 [0， 1 ) 中 了 鸭 任 何 数 zi 、 水 2 、”” na 
不 等 式 成 立 ， 
(zi 十 zz 十 … 十 Zi 十 1)? 守 4 (zx3 十 X33… 十 x2 ) 。 
79。 上 由 然 数 p 和 gq 互 质 ， 区 间 L0，1] 被 分 成 加 十 g 个 相等 的 
区 间 。 证 明 ， 除 去 最 左边 的 和 最 右边 的 两 个 区 间 外 ， 在 其 余 的 每 
个 区 间 中 有 下 列 p 十 gq 一 2 个 数 中 的 一 个 数 ，; 
1 2 .. ?~-1 1 2 ... 41. 
pp pp gg 
280。 过 空间 中 的 一 点 O 作 1979 条 直线 1 。1, 、…1161。， 其 中 
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任何 商 条 都 不 互相 垂直 . 在 直线 11 上 选取 蜡 于 0 的 任 意 所 4: 。 证 
明 , 可 以 在 直线 1,i 一 2,3，…，1979 上 选取 点 4 使 下 列 关系 成 立 ， 
AiAsll,, AsAsl ls, 7, AiiAiii Ll .47774807 上 
dorss AyorsAillisgrs, Ais70A2L1. 

281 。 由 数 0 和 1 组 成 的 有 限 数 列 a1，az,…，Gs 应 当 满 足以 
下 和 条件， 对 于 由 0 至 n 一 1 的 任何 整数 ， 

G1GA+1 十 GzGhf+2 十 … 十 Gu-hG， 

都 是 奇数 。 

1 ) 对 于 n= 二 25， 写 出 那样 的 数列 ，。 

2 ) 证 明 : 那样 的 数列 对 于 某 个 n 之 1000 存 在 ， 

282 。 屿 四 边 形 4BCD 由 它 的 对 角 线 分 成 4 个 三 角形 . 证 
明 : 如 果 这 4 个 三 角形 的 内 切 贺 的 半径 彼此 相等 ， 那 么 四 边 形 
ABCLD 是 一 个 萎 形 . | 

283。 在 直线 上 依次 探 兰 n 个 点 41、4A;、…、4A,， 使 线段 
A1A:、A2;A3、…、A4,-14, 的 长 度 都 不 超过 1 。 用 红色 标 出 4;、 
…、 有 A,- 1 之 中 的 kh 一 1 个 点 ， 要 求 使 线段 414, 被 红 点 了 所 分 成 的 
个 部 分 中 的 任何 两 部 分 的 长 度 之 差 不 超过 1 。 证 明 在 下 列 情况 下 

1 ) 当 k= 3 时 ; 

2 ) 对 于 每 一 个 自然 数 R< 2 一 1， 
总 能 够 做 到 这 一 点 。 


第 十 四 员 (1980 年 ) 


年 级 第 一 天 第 二 天 

8 284 285 286 287 293 294 295 296 
9 288 289 286 290 295 £297 298 299 
10 291 289 292 290 300 301 302 303 
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284。 接 连 写 出 19 至 80 的 两 位 数 . 问 : 所 得 的 数 192021…7980 
能 被 1980 整 除 吗 ? 

285。 正 方形 4BCD 的 竖 直 边 4B 被 分 成 nn 条 线段 , 使 有 偶数 
号 码 的 线段 长 之 和 等 于 有 琳 数 号 码 的 线段 长 之 和 。 过 分 点 作 平 行 
于 AD 边 的 线段 ， 所 得 到 的 n 条 带 形 都 被 对 角 线 83D 分 成 左 , 右 两 
部 分 ， 

证 明 ; 有 奇数 号 码 的 左边 部 分 的 面积 
之 和 等 于 有 偶数 号 码 的 右边 部 分 的 面积 之 A 
和 《在 图 13 中 这 些 部 分 用 斜 线 标 出 ) . ZH A 

286。 装 在 集装箱 里 的 货物 需要 运送 LY 
到 宇宙 轨道 站 “礼炮 ”站 。 集 装 箱 至 少 有 
35 个 ,货物 的 总 重量 18 吨 , 现 有 7 个 “进步 图 13 
号 ”运载 飞船 ， 其 中 每 一 个 可 把 3 吨 重 的 货物 送 入 轨道 .已 知 : 
这 些 飞船 可 以 同时 把 35 个 集装箱 送 入 轨道 。 证 明 ， 它 们 能 立即 把 
全 部 货物 送 入 轨道 。 

287。 扣 型 、Z 分 别 是 凸 四 边 形 4BCDD 的 边 BC 和 CD 的 中 点 。 
已 知 4M 十 4 天 =c。 :证明 ， 四 边 形 的 面积 小 于 a?/2. 

288。 关 于 X、y、2 的 方程 x? 十 y， 王 2 有 互 质 的 解 吗 ? 

289。 上 是 某 加 周 直 径 4C 上 的 点 。 求 作 过 已 点 的 弦 BD， 使 
四 边 形 48CD 的 面积 最 大 ， 

290。 在 一 个 大 圆 湖 的 岸上 有 若干 居民 点 ， 其 中 某 些 居 民 点 
之 间 有 外 燃 机 船 通航 。 已 知 : 两 个 居民 点 之 间 能 通航 当 且 仅 当 在 
随 着 这 两 个 居民 点 之 后 的 两 个 居民 点 ( 按 反 时 针 方 向 ) 之 间 不 通 
航 。 证 明 ， 可 以 乘 内 燃 机 船 从 一 个 居民 点 到 达 另 外 任何 一 个 居民 
点 ， 且 换 乘 不 多 于 两 次 。 

291。 用 异 于 0 的 6 个 数字 写成 的 一 个 6 位 数 能 被 37 整 除 。 

证 明 ， 用 这 个 数 的 数字 的 重 排 还 可 以 得 到 至 少 23 个 能 被 37 整 
除 的 、 不 同 的 6 位 数 。 
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292。 解 方程 组 : 
re (zx 十 4 十 z) 一 0 
sinb 十 3sin(z 十 9 十 z ) 一 0 
sinz 十 4sin (x 十 y 二 2) 一 0 

293。 在 平面 上 给 定 1980 个 癌 量 ， 同 时 其 中 有 不 共 线 的 回 量 ， 
已 知 : 任意 1979 个 向 量 的 和 向量 都 与 这 1979 个 向 量 之 外 的 那个 问 
量 共 线 。 证明， 这 1980 个 同 量 的 和 癌 量 起 非 零 丫 量 ， 

294。 用 S (1 ) 表示 自然 数 n 的 所 有 数字 之 和 ， 

1 ) 是 否 存在 自然 数 %， 使 十 > (1n) 一 1980? 

2 ) 证 明 ， 任何 两 个 连续 自然 数 中 能 有 一 个 表示 成 4 十 3 (n) 
的 形式 ， 其 中 "是 某 一 个 日 然 数 . 

295。 一 张 无 穷 大 格 纸 上 的 茶 些 格 子 涂 成 了 红色 ， 其 余 的 涂 
成 了 蓝 色 。 同 时， 由 2X3 个 格子 构成 的 每 一 个 矩形 正好 包含 两 个 
红 格 。 问 ， 由 9 X11 个 格子 构成 的 矩形 中 包含 有 多 少 个 红 格 ? 

296。 生 活 在 花城 的 小 矮人 忽然 都 患 了 流行 感冒。 一 天 若干 
个 小 狼人 因 感 冒 而 生病 了 ， 后 来 虽然 谁 也 没有 再 感冒 ， 但 那些 健 
让 的 小 矮人 由 于 看 望 自己 的 病友 而 生起 了 病 。 已 知 ， 每 个 小 矮人 
患 感冒 正好 一 天 ， 同 时 ， 在 这 以 后 至 少 有 一 天 他 是 免疫 的 (期 他 
身体 健康 而 且 在 这 一 天 不 可 能 再 次 生病 ) 。 每 个 健康 的 小 矮人 不 
顾 流行 病 而 每 天 去 看 望 自己 所 有 的 病友 。 当 流行 病 开 始 后 ， 小 矮 
人 忘记 了 接种 疫苗 . 

” “证明; 

1 ) 如 果 在 流行 病 发 生 的 第 一 天 之 前 ， 菜 些小 矮人 接种 了 疫 
凋 且 在 第 一 天 有 人 免疫 力 ， 那 么 流行 病 能 持续 多 久 ? 

2 ) 如 果 在 第 一 天 任何 人 都 没有 免疫 力 ， 那 么 流行 病 是 早 些 
销 束 还 是 晚 些 托 束 ? 

” ”297。 用 P(n) 表示 自然 数 n 的 所 有 数字 的 乘积。 由 递 推 公 
式 0 一 人 十 已 (全 ) 给 出 的 且 第 一 项 n1 EN 的 数列 (4) 是 否 
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是 无 界 数列 ? 

298。 给 定 等 边 三 角形 4BC。 平行 于 直线 A4C 的 某 条 直 线 分 
别 写 4B、BC 相 交 于 由、P。 点 D 是 三 角形 PMB 的 中 心 ， 点 E 是 
线段 4P 的 中 点 。 求 三 角形 DEC 的 各 个 内 和 角 ， 

299。 设 长 方 体 的 楼 长 分 别 为 rz、 和 zz 厘米 (x 过 y 过 z ) , 而 
p=4(7z+y+2), s=2 (xzytyz+t+zr) 1 d=vVzri 二 yy 二 2 分 
别 为 长 方 体 的 周 长 、 表 面积 和 对 角 线 长 。 证 明 ， 

1 1 2 ] 
z> 坟 (二 td -its ) 。 


300。 集 合 4 是 整数 集合 ， 它 的 最 小 元 素 等 于 1 ， 最 大 元 素 
为 100。 除 1 外 ， 它 的 每 个 元 过 者 怕人 竺 于 4 中 两 个 元 素 (可 能 是 . 
等 的 两 个 数 ) 之 和 和 。 在 满足 这 些 条 件 的 一 切 集合 中 ， 求 共有 最 少 
元 素 的 集合 。 

301。 证明: 仓 在 无 穷 多 个 数 ， 使 方程 


[x3/2]+ [ys /1=B 
至 少 有 1980 个 目 然 数 解 x、y ( [ 2] 表示 不 超过 :的 最 天虹 数 ， 

302。 在 四 面体 4BCD 中 楼 AC 和 垂直 于 8C，AD 牌 直 于 BD. 
证 明 ，。 直 线 4C 和 BD 之 间 的 夹 角 余 艾 值 小 于 CD/4B. 

303。 数 TE€ [0，1] 表示 成 十 进 制 小 数 的 形式 . 把 它 的 小 数 
点 之 后 的 前 5 个 数学 按 任意 次 序 重 排 后 ， 得 到 新 的 小 数 x) ， 再 把 
x1 的 小 数 点 后 面 的 第 2 至 第 6 这 五 个 数字 重 排 之 后 得 到 小 数 x,， 
一 般 地 ， 数 z+1 可 由 数 z 的 小 数 点 后 面 的 第 k 十 1 个 至 第 十 5 个 数 
字 重 排 得 到 . 

1 ) 证 明 ， 在 每 一 步 中 无 论 怎样 重 排 数 字 ， 所 得 到 的 数列 zx。 
始终 有 极限 。 

用 y 表 示 这 个 极限 。 
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2 ) 解释 : 能 否 利 用 上 述 过 程 ， 从 有 有 有理 数 z 得 到 无 理 数 y， 
3 ) 找 出 那样 的 分 数 z， 对 于 它 来 说 ， 上 述 过程 能 把 它 变 成 
无 理 数 y。 


第 十 五 届 ( 1981 年 ) 


年 级 第 一 天 第 二 天 
8 304 305 306 307 315 316 317 318 
9 308 307 309 310 319 320 321 322 
10 311 312 313 314 323 324 325 326 
304。 两 个 相同 的 国际 象棋 盘 (8X 8 个 格子 ) 有 公共 中心， 
同时 其 中 一 个 相对 于 另 一 个 绕 着 中 心 转动 了 45” 。 如 果 - 一 个 格子 
的 面积 为 1 ， 求 这 两 个 棋盘 黑 格 子 的 所 有 相交 部 分 的 总 面积 ， 
305。 在 圆周 上 给 定点 4、B、MM 和 NN。 从 点 MM 作 弦 MAl 和 和 
MB,， 它 们 分 别 穆 直 于 直线 NB 和 NA。, 证 明 ; 直线 44, 和 BB， 
平行 。 
306。 我 们 说 一 个 数 具 有 性 质 P(R)， 如 果 它 能 分 解 成 个 大 
于 1 的 连续 自然 数 的 乘积 、 
1 ) 求 那样 的 &， 对 于 它 来 说 某 数 六 同时 具有 性 质 上 (R) 和 
P(ki+2). z 
2 ) 证 明 ， 同 时 具有 人 性质 (2 ) 和 P (4) 的 数 不 存 在 ， 
307。 有 一 张 4 行 的 表格 。 在 第 一 行 中 写 着 任意 的 自 然 数 ， 
这 些 数 之 中 可 能 有 相同 的 数 。 在 第 二 行 中 这 么 填 数 ， 从 左 向 右 看 
第 一 行 中 的 数 ， 当 看 到 4 时 ， 如 果 a 已 在 第 一 行 中 出 现 k 次 。 那么 
就 在 a 的 下 面 填 上。 类 似 地 可 由 第 二 行 写 出 第 三 行 ， 由 第 三 行 写 
出 第 四 行 。 
证 明 ， 第 二 行 和 第 四 行 总 能 相同 。 
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308。 给 定数 a， 一 矩形 的 边 分 别 平行 于 从 标 轴 O, 和 0,， 而 

且 它 包含 由 下 列 不 等 式 所 定义 的 图 形 : 
YE- 
(全 

求 这 个 矩形 的 最 小 面积 ， 

309。 给 定 有 公共 顶点 的 等 边 三 角形 4BC、CDE 和 EHK 
(顶点 按 反 时 针 方 向 指出 ) ， 点 在 平面 上 ， 并 且 AD==DK. 证 
阴 ， 三 角形 8 昌 D 也 是 等 边 三 角形 ， 

310。 在 某 一 个 村 子 里 有 1000 个 居民 。 每 天 每 个 居民 都 要 把 
昨天 打听 到 的 新 闻 告 诉 自 己 所 有 认识 的 人 。 已 知 任何 新 闻 都 要 为 
人 金 体 村 民 所 知 。 

证 明 : 可 以 这 人 么 挑选 90 个 居民 ， 如 果 把 某 一 条 新 闻 同 时 告诉 
他 们 所 有 的 人 ， 那 么 10 天 之 后 这 条 新 闻 就 为 全 体 村 民 所 知 了 。 

311。 关 于 数 a、b， 已 知 不 等 式 

acosz+bcos3r>1 
没有 解 。 证 明 : | b | < 大 1。 

312。 点 久 、A 凡 分别 是 上 曲 四 边 形 4BCD 的 边 48B.CD 的 中 点 ， 
点 上 、VW 在 另外 两 条 边 上 使 KLMN 是 和 矩形, 证明， 四边 形 4BCD 
的 面积 是 矩形 KLM A 面积 的 2 售 ， 

313。 求 满足 以 下 两 个 条 件 的 一 切 自然 数列 {a,} ， 

1 ) 对 于 任意 n, a, 寺 nn。 

2 ) 对 于 任意 不 同 的 m、n，a。 一 a, 能 被 m 一 n 整 除 ， 

314。 能 否 把 一 个 矩形 表格 的 所 有 格子 涂 成 白色 和 黑色， 使 
号 格 和 黑 格 的 数量 相等 ， 而 在 每 一 行 和 每 一 列 中 四 分 之 三 以 上 的 
格子 有 一 种 颜色 。 

315。 证明， 如 果 四 边 形 4CPH、AMBE、AHBT.BKXM. 
《CKP 都 是 平行 四 边 形 ， 那 么 4BTE 也 是 平行 四 边 形 ( 所 有 四 
边 形 的 顶点 都 按 反 时 针 方 向 写 出 ) ， 
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316 。 求 方程 x 一 y* 二 xXxy 十 61 
的 日 然 数 解 x、y， 

317。 在 足球 锦标 赛 中 18 个 队 彼 此 之 闻 进行 了 8 轮 比 赛 ， 即 
每 个 以 与 8 个 不 同 的 队 进 行 了 比赛 。 证明 : 存在 3 个 队 ， 它 们 和 后 
此 之 间 暂 时 还 没有 进行 过 任何 比赛 . 

318。 在 三 角形 ABC 的 三 条 边 48.、BC 和 CA 上 分 曾 取 点 C1、 
A!、Bi, 使 AC!1 : C1B=BA) :AC=CB, :B14A=1/3. 

证 明 : 三 角形 A438C 的 周 长 P 和 三 角形 41B1C11 周 长 p 之 间 
有 下 列 关系 : 

3 
sP<p<P. 

319。 证 月 ， 如 果 正 数 z-、y 满 足 方程 x* 十 y* 二 x 一 y， 闭 么 
z+ 之 1。 

320。 一 个 学 生 要 临 敬一 个 凸 多 边 形 ， 这 个 凸 多 边 形 在 半径 
为 1 的 圆 内 。 他 首先 画 好 了 一 条 边 ,然后 从 它 的 一 端 作 第 二 条 边 ， 
从 第 二 条 的 一 端 作 第 三 条 边 ， 等 等 。 画 完 之 后 ， 他 发 现 多 边 形 没 
有 合拢 ,而 他 所 画 的 第 一 个 顶点 和 最 后 一 个 顶点 之 间 的 距离 为 d， 
已 知 这 个 学 生 准 确 地 画 出 了 角 ， 而 在 画 每 一 条 边 的 长 度 时 相对 误 
差 不 超 过 pp。 证明 : d<4p; 

321。 立 方 体 的 每 个 顶点 上 写 着 一 个 数 ， 每 次 可 以 同时 把 1 
分 别 加 到 在 任何 一 条 楼 上 的 两 个 数 上 。 如 果 最 初 在 项 点 上 的 数 是 


1 ) 如 图 14 一 1 所 示 ，2 ) 如 图 14 一 2 所 示 , 3 ) 如 图 14 一 3 所 示 ， 
: 7) 4) 0) UU 


63 


间 ， 经 过 车 千 次 那样 的 添加 数 之 后 ， 能 否 把 立方 体 项 点 上 的 8 个 
数 变 成 彼此 相等 的 数 ? 

322。 求 自然 数 n， 使 1、f 十 1、n 十 2、1 十 20 中 的 每 一 个 数 
与 数 30030 一 2.3.5.7.11.13 有 大 于 1 的 公 因 子 。 

323。 在 每 张 卡片 上 分 别 写 看 从 100 至 999 的 一 个 目 然 数 。 卡 
片 字 瑚 下 放 到 桌子 上 后 把 它们 和 弄 混 并 提成 一 提 ， 然 后 依次 打开 这 
操 中 的 卡片 且 把 它们 分 类 ， 按 照 所 写 数 的 末 位 数字 分 成 小 堆 ， 字 
朝 上 。 在 第 一 堆 里 是 末 位 数字 为 0 的 所 有 数 ， 在 第 二 堆 里 是 来 位 
数字 为 1 的 所 有 数 ,等 等 。 接 着 再 把 这 些小 堆 摆 成 一 操 ， 第 一 堆 在 
最 下 面 ， 第 二 堆 在 第 一 堆 上 面 ， 接 着 是 第 三 堆 ， 最 后 是 第 十 堆 ， 
把 得 到 的 这 抒 卡 片 倒 过 来 再 次 把 它们 分 类 ， 但 按 第 二 个 数字 把 它 
们 分 成 小 堆 。 再 次 把 所 得 的 小 堆 择 成 一 摆 ， 做 法 同 前 ( 按 第 二 个 
数字 增加 的 次 序 ) 。 再 最 后 一 次 把 它们 分 类 ， 按 照 首位 数字 来 分 
小 扒 并 把 小 堆 再 了 景 成 一 务 。 在 最 后 一 次 分 类 后 所 得 到 的 一 抒 卡 
片 中 ， 卡 片 将 按 什 么 次 序 排列 着 ? 

,324。 在 3 厘米 x 4 厘米 的 矩形 中 有 6 个 点 。 证 明 ， 存 在 两 
个 点 ， 它 们 之 间 的 距离 不 大 于 w 5 厘米 ， 

325。 1 ) 求 多 项 式 
z P(x, y)=4+ry+r ty — 372y? 
的 可 能 最 小 值 。 

2 ) 证 明 ， 这 个 多 项 式 不 可 能 表示 成 关于 变量 zx、! 的 多 项 式 
前 平方 和 形式 ， 

326。 线 段 4D、BE、CF 是 正三 角楼 柱 的 侧 棱 ,在 它 的 底面 
ABC 上 求 与 直线 4E、BF、CD 等 距离 的 所 有 点 ， 
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第 十 六 届 (1982 年 ) 


年 级 ”第 一 天 第 二 天 
8 327 328 329,;,330 337 338 339 340 
9 331 332 333 334 341 342 343 344 | 

10 335 332 329,,336 345 346 347 348 

327。 在 圆心 为 0;、 半 径 为 ri 的 圆周 上 到 点 吝 和 太 ， 圆 心 为 
0O;、 半 径 为 r; 的 圆周 内 切 于 圆心 角 必 O01KK. 求 四 边 形 MMO, KO: 
的 面积 . 

328， 数列 4a.7 和 146,? 从 第 三 项 起 的 每 一 项 都 等 于 它 的 
前 两 项 之 和 ， 而 县 61 =1，a: 一 2，b 一 2， 一 1。 回 : 有 多 少 
个 同时 在 两 个 数列 中 出 现 的 数 ? 

329。 1 ) 设 m 和 nn 是 自然 数 . 证 明 ， 如 果 对 于 某 些 非 负 整 数 
ks、 2 二 2 十 … 十 2“ 能 被 2" 一 1 整除， 那么 
nn 之 1 

”2 ) 是 否 存在 能 被 111…1 整 除 且 数字 和 小 于 m 的 良 然 数 ? 
7 

330 。 立方 体 的 每 个 顶点 上 放 着 一 个 非 负 实数 ， 目 所 有 这 些 
数 之 和 等 于 1 。 两 个 人 做 游戏 ， 第 一 个 人 挑选 立方 体 的 任何 一 
面 ， 第 二 个 人 挑选 另 一 面 ， 最 后 第 一 个 人 挑选 立方 体 的 第 三 个 
面 。 同 时 平行 于 已 选 的 面 不 能 再 被 挑选 。 

证 明 :， 第 一 个 人 可 以 这 么 做 ， 使 所 选择 的 三 个 面 的 公共 顶点 
对 应 的 数 不 超 过 1/6。 

331。 有 一 次 3 个 男孩 在 图 书 饶 相 遇 。 其 中 一 个 男 孩 倍 : 
“现在 我 将 每 隔 一 天 来 一 次 图 书包 ”。 第 二 个 声明 ， 他 将 每 阳 两 
天 来 -一 次 图 书馆 ， 第 三 个 则 说 将 每 隔 三 天 来 一 次 图 书馆 。 听 到 他 
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们 交谈 的 图 书馆 管理 员 指 出 ， 每 逢 星期 三 图 书馆 休息 .孩子 们 回 
答 说 ， 如 果 他 们 当中 的 某 个 人 来 的 那 一 天 恰好 碰 上 图 书馆 的 休息 
日 ， 那 么 他 就 在 第 二 天 再 来 ， 并 且 以 后 来 图 书馆 的 时 间 将 从 这 一 
天 算 起 。 孩 子 们 都 这 么 做 了 。 有 一 次 星期 一 他 们 又 重新 在 图 书馆 
相遇 了 . 问 ， 上 面 所 描述 的 谈话 是 发 生 在 星期 几 ? 

332。 在 不 是 莹 形 的 平行 四 边 形 4BCD 中 ， 对 角 线 长 度 之 比 
为 4C : BD=k。 设 射线 4M 关 于 直线 AC 对 称 于 射线 4D， 射 
线 BM 关 于 直线 BD 对 称 于 射线 BC。M 是 射线 4 好 和 BM 的 公共 
点 。 求 比例 AM ，BM. 

333。 在 圆周 上 标 出 3k 个 点 ， 它 们 把 圆 周 分 成 3 条 弧 ， 其 中 
条 弧 的 长 度 为 1 ， 另 外 R 条 弧 长 为 2 ,其 余 k 条 统 长 为 3 。 证明; 
在 所 标 出 的 点 中 ， 存 在 两 个 点 ， 它 们 的 连 线 是 圆周 的 直 名 . 

334。 在 四 面体 内 部 任 取 点 内 .证 明 :, 四 面体 至 少 存 在 一 条 


棱 ， 使 点 必 对 它 的 视角 的 余弦 值 不 大 于 一 一、 
335 。 数 a、6、 c 在 区 间 ( 0， 本 ) 内 ， 且 满 足 coSa 一 4 9 


sincosb 二 5，cossinc 二 c。 把 这 些 数 按 递增 的 顺序 排列 起 来 ， 

336。 闭 折线 M 有 奇数 个 顶点 ， 依次 为 41:、A,、…、 A,,;1 用 
2 ( M ) 表示 新 的 闭 折线 ， 它 的 顶 氮 马 : 、 B,. … 忆 ;+1 依次 是 折 
线 几 的 每 一 条 边 的 中 点 ， B, 是 线段 4,4; 的 中 点 ， BB, 是 4，4, 的 
中 点 ,B+1 是 4,,i5141 的 中 点 ,B,;s 是 4;, A; 的 中 点 ， “9 PB, sri 
是 4;,.4;.+i1 的 中 点 。 

证 明 ; 在 用 以 上 方式 所 作 的 折线 序列 MS(M )， 
M,=S(M, ) ， Ms,=S(M, ) ， | ) 中 存在 
一 条 闭 折 线 ， 它 与 初始 折线 M 同位 相似 ， 

337。 1 全 1982 的 日 然 数 按照 某 种 次 序 一 个 接 一 个 地 排列 着 。 
计算 机 从 左 向 右 读 依次 相 邻 的 两 个 数 (第 1 个 和 第 2 个 ， 第 2 个 和 
第 3 个 ， 等 等 ) ， 直 到 最 后 的 两 个 数 为 止 。 而 且 如 果 在 所 读 过 的 
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两 个 数 中 ， 如 果 较 大 的 数 在 左边 ， 则 计算 机 改变 它们 的 位 置 。 接 : 
着 计算 机 再 从 右 向 左 同样 读 一 遍 ， 并 且 按 照 上 面 的 规则 改变 两 个 
数 的 位 置 。 读 完 之 后 得 到 了 信息 : 在 第 100 个 位 置 上 的 数 两 次 都 
未 改变 自己 的 位 置 。 求 出 这 个 数 . 

338。 流 经 花城 的 黄瓜 河 在 码 涉 地 区 有 阁 干 岛 屿 ， 它 们 的 总 
周 长 等 于 8 米 。 小 精灵 斯 定 ,可 以 乘坐 小 船 离开 码头 渡 到 对 岸 去 ， 
且 航 行 不 到 3 米 。 在 码头 地 区 的 河 尼 开 相 平行 ， 而 河 的 亮度 等 于 
1 米 。 问 :小 精灵 的 判断 对 吗 ? 

339。 在 坐标 平面 0., 上 画 了 函数 一 于 的 图 象 ， 然 后 擦 去 坐 
标 轴 ， 仅 留 下 抛物 线 。 问 :如 何 利用 圆规 和 直 扩 来 复原 坐标 轴 和 
长 度 单 位 ? 

340。 在 n X2 个 格子 的 正方 形 表 格 中 填 满 了 数 ， 同 时 在 有 公 
共 边 的 格子 中 写 着 彼此 相差 不 超过 1 的 数 。 证 明 ， 至 少 有 一 个 数 . 

1 ) 不 少 于 [n/2] 次 ( [a] 表示 数 a 的 整数 部 分 ) 。 

2 ) 不 少 于 nn 次. 

341。 证明， 对 于 一 切 正 数 z， 不 等 式 

2 MT oN Ts ,oN I 
成 立 。 
342。 从 数 1、2、3、…、1982 的 集合 中 删 去 一 些 数 ， 使 得 在 
剩 下 的 数 中 任何 一 个 数 都 不 等 于 其 它 两 个 数 的 乘积 。 问 : 最少 需 : 
要 删 去 多 少 个 数 才 能 做 到 这 一 点 ? 如 何 做 到 这 一 点 ? 

343。 在 无 穷 大 格 纸 的 每 个 格子 中 写 着 某 个 实数 . 证 明 : 存 
在 某 个 格子 ， 在 这 个 格子 中 所 写 的 数 不 超过 在 它 周围 8 个 格子 中 
的 至 少 4 个 格子 内 所 写 的 数 。 

344。 证 明 ， 从 任何 实数 列 43, ，a: ，…，a, 中 可 以 挑选 某 垃 
数 ， 使 它们 满足 下 述 3 个 条 件 : 

1 ) 不 接连 挑选 3 个 数 ， 
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2 ) 从 每 3 个 依次 相 邻 的 数 中 至 少 挑选 一 个 ， 
3 ) 所 挑选 的 一 切 数 之 和 的 绝对 值 不 小 于 
6 


345。 在 ?2 X2 个 格子 的 正方 形 雪 格 中 标 出 ?一 1 个 格子 . 证 
明 ， 用 行 与 行 之 间 的 重 排 和 列 与 列 之 间 的 重 排 可 以 使 所 标 出 的 一 


切 格子 都 在 表格 的 对 角 线 的 下 方 。 
346。 证 明 ， 对 于 任何 自然 数 n 和 任何 实数 a， 不 等 式 
lal la—1i| [am—21.:… [a—n | 之 (a) 下- 


成 立 。 其 中 《a) 表 示 从 数 a 到 离 它 最 近 的 整数 之 间 的 距离 。 
nt =1，2.…n。 
”347。1 ) 是 否 存 在 关于 变量 x+-、y、z 的 多 项 式 P= P(x,，y， 
2)，Q 二 (7，y，2)，R= 二 RR(z, y，z ) 使 恒等式 
(x 一 gy 十 1) Py 一 2 一 1):Q 十 (2 一 2x 十 1 ) ?R=1 成 立 ? 
2 ) 对 于 恒等式 
(z—yt1) P+ (y—2—!) 2Q 十 (> 一 z 十 1) R=1 
上 问题 中 的 多 项 式 存 在 吗 ? 
348。 四 面体 KLMN 的 所 有 顶点 都 在 另 一 个 四 面体 4BCD 的 
内 部 、 界 面 上 或 者 棱 上 ， 证 明 : 四 面体 全 < 的 所 有 棱 长 之 和 
小 于 四 面体 45CD 的 所 有 楼 长 之 和 的 4/3 售 ， 


第 十 七 届 (1983 年 ) 


年 级 第 一 天 第 ;二 天 
8 349 350 351 352 360 361 362 363 
9 353 354 355 356 364 365 366 367 
10 357 354 358 359 360 368 369 370 
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”349。 在 图 15 所 示 的 网 中 ， 每 一 了 筷 的 尺寸 是 :1x1。 间 ， 能 否 
把 这 个 网 表示 为 以 下 集合 的 并 集 ; 
] ) 每 一 条 长 度 为 5 的 8 条 折线 ， 
2 ) 每 条 长 度 为 8 的 5 条 折线 ? 
350。 在 黑板 上 写 了 3 个 整数 ， 然 
后 擦 去 其 中 的 一 个 ， 并 代 之 以 剩 下 的 
两 数 之 和 与 1 的 差 。 重 复 这 个 步 又 若 图 15 
千 次 ， 最 后 得 到 了 数 17、1967、1983。 问 ,最初 在 黑板 上 上 写 的 数 
1 ) 2、2、2， 

2)3、3、3? 

“351。 二 个 圆 两 两 外 切 于 上 后 交 、Y、Z。 然 后 把 这 些 圆 的 半 名 
都 扩大 到 原来 的 2/w 3 倍 ， 且 圆心 不 变 . 证 明 : 三 角形 XYZ 的 
每 一 个 点 至 少 被 半径 扩大 后 的 一 个 圆 所 覆盖 ， 四 

352。 给 定 界 于 两 个 连续 目 然 数 的 平方 数 之 间 的 若干 个 不同 
的 自然 数 。 证 明 ， 它 们 的 两 两 乘积 也 不 相等 。 
353 。 求 方程 组 
儿 一 2 一 32 十 27 


2 一 扩 一 3 儿 十 24 

的 一 切 解 

354。 十 进 制 的 目 然 数 R 有 ?个 数字 。 把 这 个 数 四 全 五 入 精确 
到 十 位 : 如 果 来 位 数字 大 于 4， 则 用 0 取代 末 位 数字 ， 并 在 十 位 上 
增加 1。 表 把 所 得 到 的 数 用 类 似 的 四 舍 五 入 的 方法 精确 到 百 位 ， 
等 等 。 在 第 n 一 1 次 四 舍 五 入 后 得 到 了 数 R。 证 明 ，R<18R/13 。 

355。 在 三 角形 48C 中 ,点 D 是 4B 边 的 中 点 ， 点 、F 分 别 在 
线段 4C、BC 上 . 证 明 ， 三 角形 DEF 的 面积 不 超过 三 角形 4DE 
和 三 角形 BDF 的 面积 之 和 ， | 

356。 分 别 由 整数 【( V10)") 、[ (v2 )") 的 末 位 数字 
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构成 的 数列 {a,) 、 {B.》 是 循环 数列 吗 ? ( 这 里 [x2】 表示 7 的 
整数 部 分 。 ) 

357。 两 个 锐角 c 和 1 满足 方程 

sin:*a-+sin: B=sin( at+p ),， 
证 明 : a 十 p=x/2. 

358。 四 面体 4BCD 的 顶点 被 垂直 投影 到 两 个 平面 。 点 41、 
Bi1、Ci、Di 和 A4;、B;、C，、D; 分 别 是 顶点 对 两 个 平面 的 技 
影 。 证 明 ; 可 以 在 空间 中 移动 其 中 的 一 个 平面 ， 使 直线 4, 4;、 
B81B,、C1C;，、D1D; 变 成 平行 线 . 

359。 一 个 学 生 练 习 解 二 次 方程 。 他 在 解 一 个 方程 并 求 出 它 
的 两 个 根 后 ， 就 按 以 下 规则 列 出 新 的 方程 ,新 方程 的 常数 项 等 于 
较 大 的 根 ， 变 量 z 的 系数 等 于 较 小 的 根 ，z: 的 系数 等 于 1.。 证 明 : 
这 个 练习 不 能 无 限制 地 进行 下 去 。 问 : 这 个 学 生 最 多 能 解 多 少 个 
这 样 的 方程 ? 

360。 有 自然 数 m、n、k， 使 得 mr" 能 被 mn" 整 除 ，n" 能 被 2" 整 
除 。 证明， 数 m" 能 被 8" 整 除 . 

361.。 在 阿 巴 部 落 里 有 两 个 字母 。 已 知 这 种 语言 的 任何 单词 
都 不 是 另 一 个 单词 的 词 头 。 问 :这 个 部 落 的 语言 词典 能 否 包 含 ; 
3 个 单词 有 4 个 字母 、10 个 单词 有 5 个 字母 、30 个 单词 有 6 个 字母 、 
5 个 单词 有 7 个 字母 ? 

362。 有 一 张 无 穷 个 格子 的 格 纸 。 问 : 能 否 把 整数 放 到 格子 
中 ， 使 在 每 一 个 有 4X6 个 格子 的 、 且 边 在 格 线 上 的 矩形 中 所 有 数 
之 和 等 于 ， 9 

1)10, 2)1? 

363 。 在 图 16 中 用 斜 线 标 出 的 
四 个 三 角形 面积 相等 。 证 明 : 没有 
用 锋线 标 出 的 三 个 四 边 形 面积 也 相 
等 。 如 果 一 个 三 角形 的 面积 等 于 
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icm?”， 那 么 一 个 四 边 形 的 面积 等 于 多 少 ? 

364。 一 群 幼儿 园 的 儿童 一 对 接 一 对 地 列 好 了 队 。 同 时 已 知 ， 
在 每 一 纵 列 时 男孩 和 女孩 的 数量 相等 。 而 有 一 个 女孩 和 一 个 男 找 
的 对 数 等 于 其 余 的 对 数 。 证 明 : 这 群 儿 童 的 数量 能 被 8 整除 。 

365。 拢 形 的 两 条 平行 边 的 长 度 等 于 1cm 。 此 外 ， 已 知 这 个 
矩形 由 两 条 相互 垂直 的 直线 分 成 4 个 和 矩形， 其 中 3 个 的 面积 不 小 于 
1cm?* ， 而 第 4 个 不 小 于 2cm?*。 问 ， 矩形 的 男 外 两 条 边 至 少 多 长 
时 才能 做 到 这 一 点 ? 

366。 在 三 角形 48C 的 内 部 任 选 点 O。 证 明 等 式 

9 .034+5，. OB+Se. OC=0, 

其 中 Sz4、S as、9c 分 别 为 三 角形 BCO、C4O、4DO 的 面积 ， 

367。 .证明 ， 在 绝对 值 不 超过 2m 一 1 的 任意 2m 十 1 个 不 同 的 整 
数 中 ， 可 以 找到 三 个 数 ， 它 们 的 和 等 于 0. : / 
”368。 在 三 角形 48C 的 三 条 边 48、8C、CA 上 (但 不 在 项 点 
上 ) 分 别 选 取 点 D、E、F。 用 d。、d!、d;，、d;: 分 别 表示 三 角形 
DEF、ADF、BDE、CEF 中 最 长 边 的 长 度 . 证 明 ， 


do > Smin {di，d,，ds》 什 么 时 候 等 号 成 立 ? 


369。 集 合 M 由 有 条 两 两 不 相交 的 、 且 在 一 条 直线 上 的 线段 
组 成 。 已 知 ， 可 以 把 长 度 不 超过 1 任何 线段 放 到 直线 上 ,使 它 的 
两 个 端点 属于 集合 M 。 证 明 : 组 成 集合 由 的 所 有 线段 长 度 之 和 不 
小 于 1/R。 

370。 在 实数 c 的 无 穷 十 进 制 展开 式 中 有 一 切 数 字 。 设 由 是 
这 个 展开 式 中 长 为 n 的 不 同 数 字段 的 个 数 。 证明， 如 果 对 于 某 一 
个 n， 条 件 v, 志 1 十 8 成 立 ， 那 么 数 a 是 有 理 数 。 


/1 


第 十 八 届 《1984 年 ) 


年 级 第 一 天 第 二 天 
8 371 372 373 374 383 384 385 386 
9 375 376 377 378 387 388 389 390 
10 379 380 381 382? 391 .392 393 394 


371。 1 ) 4 个 整数 的 积 等 于 4， 和 等 于 堆 。 证 明 : 数 n 被 4 
整除 . 

2 ) 设 n 为 被 4 整除 的 自然 数 。 证明， 可 以 找到 n 个 整数 ， 使 
其 积 为 ， 其 和 为 零 。 

372。 证 明 : 对 于 任何 非 负 的 数 c 和 8， 不等式 


了 (e+6) “十 工 (a 二 b) >aw 百 二 bw 成 立 . 


373。 在 平面 内 有 两 个 等 边 三 角形 418.C1 和 A，8.C;,， 它 们 
的 顶点 按 硕 时 针 方 向 标 出 。 从 任意 一 点 0 引出 分 别 等 于 全 人. 
B81B;，C1C;: 的 疝 量 04， OB, DC. 证 明 ; 点 4，B， 5 也 是 等 
边 三 角形 的 顶 扩 . 

374。 有 四 种 颜色 和 无 数 多 个 边 长 为 1 的 小 正方 决 洗 小 正 
方块 的 边 上 涂 色 ， 使 得 每 个 正方 块 的 各 边 的 颜色 均 不 相同 ， 并 将 
同一 颜色 的 边 粘 在 一 起 、 当 m 和 ww 是 怎样 的 数 时 ， 由 这 些 小 正方 
块 可 以 粘 成 大 小 为 mxa 的 矩形 ， 其 每 一 边 上 都 涂 着 同一 颜色 ， 而 
所 有 边 的 颜色 又 各 不 相同 。 

375。 证 上 明 ， 对 于 所 有 实数 z>0，!>0 及 所 有 实数 gc， 不 等 式 

Ze<Z 十 成 立 ， 

376。 有 一 个 正方 体 和 两 种 颜色 ， 红 色 和 绿色 。 两 个 人 做 这 

样 的 游戏 ， 一 人 先 选取 正方 体 的 三 条 棱 ， 并 将 它们 涂 上 红色 。 他 
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的 对 手 从 没有 涂 色 的 楼 中 选 三 条 ,并 将 它们 涂 上 绿色 。 在 这 之 后 ， 
第 一 个 人 重新 取 三 条 楼 涂 上 红色 ， 而 后 他 的 对 手 再 取 三 条 楼 涂 上 
绿色 . 不 准将 棱 改 涂 成 别 的 颜色 ， 或 者 两 次 涂 上 同一 种 颜色 。 谁 
第 一 个 能 把 任何 一 面 的 所 有 楼 都 涂 上 上 自己 的 颜色 ， 就 算 谁 胜 . 试 
则 :如 果 第 一 个 人 采取 正确 的 策略 ， 他 一 定 能 获胜 ， 对 吗 ? 
”377。 沿 着 圆周 写 上 "之 3 个 这 样 的 自然 数 ; 使 得 与 其 中 每 一 
个 数 相 邻 的 两 数 之 和 与 该 数 的 比 也 是 自然 数 。 证明， 所 有 这 样 的 
比值 之 和 满足 : 1 ) 不 小 于 2n;，2 ) 小 于 3n。 

378。 圆 O 内 切 于 三 角形 4B8C， 与 边 B8C，AC，AB 分 别 切 于 
pk Bi,C1。 线 段 40,BO，CO 与 圆周 分 别 交 于 点 4:， 2:， 

。 证 明 ， 直线 A1 A;, B 1P 2,， C 1 C2 交 于 一 点 。 

`、379。 什 么 样 的 整数 m 和 nn 满足 等 式 

| (5 十 3wW2 )"= (3+5V2 )"? z 

380。 把 "个 不 同 的 实数 按 递增 顺序 写成 一 行 。 再 把 这 些 数 写 
成 第 二 行 ， 不 过 ， 可 能 这 些 数 排列 的 次 序 与 上 一 行 不 相同 。 计 算 
上 下 对 齐 的 两 个 数 之 和 ， 这 些 和 就 构成 了 第 三 行 。 绪 果 第 三 行 中 
的 数 也 按 北 江 服 序 拓 ， 证 明 ， 第 一 行 与 第 二 行 相 同 ， : 

,已 知 三 角形 4BC。 过 点 P 引 直线 PA4,，PB,， PC,， 交 三 

入江 的 外 接 加 于 点 4， 中 ,CI 它们 寞 于 三 角形 的 顶点 ) ， 使 得 
三 角形 41B81C ,全 等 于 三 角形 4B8C. 证 明 ， 具有 上 面 所 指 性 质 的 
点 PP 不 多 于 8 个 ， : 

382。 正 数 z，y，z 满 足 方程 组 


y? 
?xy 二 "一 25， 
2 


z* 二 zr 十 y 二 16.， 
这 zy 十 2yz 十 3zzx 的 值 。 
: 383。 老师 在 黑板 上 写 下 二 次 三 项 式 x* 十 10z 十 20， 然后 等 
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个 学 生 依 次 上 去 将 一 次 项 z 的 系数 或 常数 项 (两 者 不 能 同时 ) 
增加 或 减少 1 。 结果 在 黑板 上 得 到 二 次 三 项 式 x 十 20x 十 10。 试 
间 : 在 某 一 时 刻 黑 板 上 所 出 现 的 二 次 三 项 式 有 整数 根 ， 对 吗 ? 

384。 半 径 为 > 的 硬币 这 样 在 平面 上 移动 ， 使 它 的 中 心 沿 凸 多 
过 形 的 边界 绕 行 ， 这 个 唔 多边形 的 周 长 为 P 并 外 切 于 半径 为 
R (RR>r ) 的 圆 。 求 硬币 轨迹 所 构成 图 形 航 面积 (多 边 形 的 环 )。 

385。 有?# 十 1 个 夸 码 ， 总 重量 为 2?， 每 个 夸 码 的 质量 都 是 自 
然 数 。 天 平 的 两 个 秤 盘 处 于 平衡 状态 。 将 夏 码 逐个 放 到 天 平 种 盘 
上 去 : 首先 放 最 重 的 (或 是 最 重 者 之 一 )， 然 后 放 余 下 不 码 中 最 重 
的 ， 如 此 继续 下 去 。 同 时 ， 后 面 的 每 一 个 在 码 要 放 到 当时 较 轻 的 
释 拖 上。 如 果 天 平 两 边 处 于 平衡 状态 ， 那 么 可 放 到 任意 一 边 的 秤 
蕉 上 .证 明 ， 当 所 有 夸 码 都 放 到 天 平 上 去 时 , 天 平 处 于 平衡 状态 ， : 

386。 如 果 一 个 自然 数 是 质数 ， 并 且 任 次 重 排 它 的 数字 后 所 
得 的 数 仍 是 质数 ， 那 么 这 个 自然 数 叫 作 绝对 质数 。 证 明 : 在 绝对 
质数 中 ， 不 能 含有 多 于 三 个 不 同 的 数字 。 

387。 数 子 z<*0 和 y 是 这 样 的 数字 : 对 于 任意 mn 之 1!， 数 
MY 都 是 某 个 整数 的 平方 。 求 出 所 有 这 样 的 x 和 y， 

388。 在 直线 上 有 四 个 不 同 的 点 ， 依 次 记 作 4，B，C，D。 
证 明 ， 对 于 不 在 直线 4D 上 的 任意 一 点 ， 不 等 式 

AE+ED+ | 4B--CD| >BE+CE 成 立 ， 
389。 数 列 z, 以 递 推 形式 给 出 ， 


1 
Tari Tn + TT (7 之 1 ) 。 


证 明 ， 数列 x, 有 极限 ， 并 求 出 这 个 极限 . 
390。 在 尺寸 为 1983 X1984 的 国际 象棋 盘 的 白 格 中 写 着 数 十 1 
和 和 一 1， 使 与 每 一 个 黑 格 相 邻 的 白 格 之 中 所 有 数 的 乘积 等 于 1 ， 
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和 证明， 只 有 当 所 写 的 数 都 等 于 1 工时 才能 做 到 这 一 把 。 

391 。 在 3X 3 的 表格 的 方 格 中 写 着 数 1 或 一 1, 然后 每 格 上 的 数 
用 所 有 与 它 相 令 的 格 ( 有 相 邻 的 公共 边 的 格 ) 中 的 数 之 积 来 代替 ， 
证明， 经 过 若干 次 这 样 的 变换 后 ， 所 有 方 格 中 的 数 都 是 十 1 。 


2 . 101 ， 
392 。 比较 二 和 1 的 大 人 小. 


393。 在 同一 平面 上 有 三 个 圆 ce!:，c:，cs， 它 们 的 中 心 分 神 
为 c1， C2 C3. 半径 分 别 为 ri， rs», 13, 每 个 加 都 在 其 他 两 图 
之 外 ， 且 ri 之 rs; ri 之 r3。 圆 c1 和 圆 c: 的 外 公 切 线 的 交 乓 4 在 辐 
cs 的 外 部 ， 圆 ci 和 圆 Cs 的 外 公 切 线 的 交点 28 在 圆 c; 的 外 部 .从 
点 4 引 圆 cs 的 切线 ， 并 从 点 8 引 圆 c: 的 切线 ,证明 这 两 对 切线 
所 图 成 的 四 边 形 有 内 切 圆 ， 并 求 内 切 加 的 半径 ， 
”394.。 证 明 ， 经 过 正方 体 中 心 的 任 一 截面 的 面积 不 小 于 正方 
体 的 一 个 侧面 的 面积 . 


第 十 九 届 (1985 年 ) 


年 级 第 一 天 第 二 天 
8 395 396 397 398 407 408 409 410 
9 399 400 401 402 411 410 412 413 
10 403 404 405 406 44 415 416 417 


395。 在 锐角 三 角形 中 , 由 各 边 的 中 点 向 其 它 两 边 引 垂 线 。 证 
碍 由 这 些 垂 线 所 围 成 的 六 边 形 的 面积 等 于 三 角形 面积 的 一 洲 。 
396。 是 否 存在 具有 下 列 性 质 的 自然 数 %， (十 进 制 的 ) 数 n 
的 各 位 数字 之 和 等 于 1000， 而 数 n? 的 各 位 数字 之 和 等 于 1000 ? 
397。 在 8 x 8 个 格 的 跳棋 盘 里 最 多 可 以 布置 多 少 个 王 棋 ， 
使 得 每 一 个 王 棋 至 少 能 被 另 一 个 王 棋 “ 进 攻 ”? 
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398。 把 正 ? 边 形 的 每 条 边 及 每 条 对 角 线 涂 上 任意 一 种 颜色 ， 
使 得 这 些 线段 中 有 公共 点 的 任意 两 条 线段 涂 有 不 同 的 颜色 ， 为 此 
最 少 需要 几 种 颜色 ? 

399。 在 平面 上 给 定 直 线 {， 直 线 外 一 点 O 及 任意 一 点 4。 证 
明 ， 只 要 运用 关于 直线 /的 轴 对 称 及 关于 点 O 的 旋转 ， 就 可 将 点 O 
恋 换 成 点 4。 

400。 给 定 二 次 三 项 式 az2z 十 pz 十 c， 其 中 ge>>100。 试 问 最 多 
有 多 少 个 不 同 的 整数 点 ， 使 其 绝对 值 不 超过 50? 

一 一 一 一 < 一 一 < 401。 将 不 同 的 自然 数 a,b6，…， 

/。 “4 写成 下 表 形 式 ( 图 17 ) :已 知 图 中 


de sti 


/ 两 个 稍 头 所 指 的 每 一 个 数 等 于 位 于 这 
人 两 个 销 头 始 端 的 数 之 和 。 求 按 这 样 排 
列 扣 qd 的 最 小 值 ， 
h 402。 给 定 严 格 递增 的 无 界 的 正 
图 17 ” 数 序 列 a,，a;，…， 证 明 : 


1 ) 存在 号 码 R。，、 使 得 对 于 一 切 kh 之 ki, 不等式 
p+ 十 … 十 一 人 <h 一 1 成立， 
2 ) 对 于 所 有 充分 大 的 号 码 h， 不 等 式 
++ -十 元 一 -< 一 1985 成 立 
403 。 求 出 满足 
| sinz 一 Sinay | 十 sinzvsinys<c0 
的 所 有 数 对 (x，y ) 。 z 
404。 在 平面 上 有 一 个 凸 五 边 形 4BCDBE。 作 点 4 关于 吾 的 对 
称 太 女 ;:， 点 8 关于 点 C 的 对 称 点 2; ，…， 点 巨 关于 点 A 的 对 称 点 
1, 然后 抹 才 五 边 形 4BCDE. 证 明 ; 在 已 知 点 41,Bi,Ci,Di， 
:位 置 的 情况 下 ， 利 用 圆规 和 直 尺 可 以 复原 五 边 形 4BCDE.. 
405。 员 下 列 规则 给 出 数列 al ，as ，as ，… 
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当 n 之 1 时 ，azs ,二 an3 
当 n 之 0 时 ， qunri=1, G4nt3 =0。 
证 明 ， 这 个 数列 不 是 周期 数列 ， 
406。 在 平面 上 有 nn ( ?2 ) 条 直线 ， 把 平面 分 成 若干 区 域 . 
其 中 的 一 些 区 域 被 涂 上 颜色 ， 并 且 任 意 两 个 涂 色 的 区 域 的 边 守 午 


不 能 相 邻 。 证 明 ， 涂 色 区 域 的 数目 不 超过 (到 二 4) 。 


407。 有 一 个 正方 体 ， 一 个 同样 大 小 的 带 盖 的 正方 体 盒 子 和 
六 种 颜色 .每 种 颜色 只 涂 正 方 体 的 一 面 和 盒子 的 一 面 。 证 明 : 可 
用 适当 的 方式 将 正方 体 放 到 盒子 里 ， 使 得 正方 体 的 每 一 面 和 与 它 
紧 贴 的 盒子 的 那 一 面 所 涂 的 颜色 不 同 。 

408. 直径 4。4: 把 贺 O 分 成 两 个 半圆 ,再 把 其 中 一 个 半 加 分 成 

"~ Auv 

五 段 等 弧 4,4, 44, 44 44 A,A4;。 直线 4144 交 0 4,、 
O04; 于 点 M、N, 证 明 : 线 段 4,4, 和 MN 的 长 度 之 和 等 于 圆 的 半径 。 

409。 学 校 数学 小 组 的 同学 做 成 一 种 计算 器 , 按 下 按钮 可 将 四 
:数组 (ae，b，c，d ) 变 成 四 数组 (a 一 b, 6 一 c,c 一 d, d 一 a)， 
证 明 ， 如 果 开 始 的 四 数组 的 数 不 全 相等 ， 于 么 按 几 次 按 钥 后 得 到 
的 四 数组 的 可 至 全 有 一 个 人 305 

410。 将 1，2，3，…,2n 一 1,2n 分 成 两 组 ， 每 组 4 个 数 . 设 
,1 之 G1 之 …<a 是 按 递 二 顺序 写 出 的 第 一 组 数 ; D1 Da > > 
是 按 递 减 顺 序 写 出 的 第 二 组 数 。 证明 

[oi—bi | 十 |oc: 一 5 十 … 十 | as 一 pb | 一 2 。 

411。 由 同样 大 小 的 小 正方 体 组 成 一 个 长 方 体 ， 它 的 有 公共 
顶点 的 三 个 面 涂 上 了 颜色 ， 结 果 所 有 小 正方 体 的 一 半 至 少 有 一 面 
被 涂 上 了 颜色 。 试 问 被 涂 上 颜色 的 小 正方 体 有 多 少 个 ? 


412。 半径 均 为 R 的 两 个 加 中 的 一 个 经 过 平行 四 边 形 4BCD 


的 顶点 4 和 B， 另 一 个 圆 经 过 顶点 8 和 C. -证 明 ， 如 果 肝 是 这 两 个 
圆 的 第 二 个 交 上 操 ， 那 么 三 角 形 4MD 的 外 接 贺 的 半径 等 于 RR， 


77 


413。 正 六 边 形 被 分 割 成 24 个 三 角形 .在 图 18 所 示 图 形 的 19 个 


结 点 处 写 下 不 同 的 数 。 证 明 : 在 被 分 割 出 的 24 

个 三 角形 中 ， 至 少 有 ?7 个 三 角形 的 项 点 处 的 三 /\/\ 
人 LAANAA 

VYVVY 

i VY 


个 数 是 按 逆 时 针 方 向 以 递增 顺序 书写 的 ， 
2 十 : 图 18 


414。 解 方程 


二 ” 
1 十 V1 二 x 

( 在 左边 的 表达 式 中 有 1985 个 2 )， 

415。 在 边 长 为 1 cm 的 正 五 边 形 内 ， 去 掉 与 五 边 形 各 项 点 中 
离 小 于 1 cm 的 所 有 点 ， 求 剩 下 部 分 的 面积 . 

416。 在 宽大 无 边 的 方 格 纸 上 ( 每 个 小 方 格 的 边 长 为 1 )， 
规定 只 允许 沿 着 小 方 格 的 边线 前 开 。 证明， 对 任意 整数 mm 之 12， 
可 以 前 出 一 个 面积 大 于 和 的 第 形 ， 但 不 能 再 从 这 个 矩形 中 前 出 一 
个 面积 为 m 的 矩形 。 

417。 正 方 体 4B8BCDA1B1C1D, 的 楼 长 为 1cm。 求 正方体 
底面 48CD 的 内 切 贺 上 的 点 与 过 顶点 4、C 和 B, 的 加 上 的 点 之 间 
的 最 小 距离 . 


第 二 十 届 (1986 年 ) 


年 级 第 一 天 第 二 天 

8 4i8 419 420 421 430 431 432 433 
9 422 423 424 425 434 4332) 435 436 
10 426 427 428 429 437 438 439 440 


418。 方 程 x*” 十 ax 十 b 十 1 二 0 的 根 是 自然 数 。 证 明 ，a: 十 5: 是 
18 


合 数 。 
419。 两 个 相同 的 正方 形 交 叉 成 一 个 八 边 形 ， 其 中 一 个 正 万 
形 的 边 是 兰 色 的 ， 而 另 一 个 正方 形 的 边 是 红色 的 。 证 明 : 八 边 形 
的 兰 色 边 长 之 和 等 于 红色 边 长 之 和 . 

”. 420。 点 MM 是 锐角 三 角形 4BC 的 4C 边 上 一 点 ， 作 三 角形 
ABM 和 BCM 的 外 接 回 .试问 当 点 以 在 什么 位 置 时 两 外 接 圆 所 
围 成 的 公共 部 分 的 面积 最 小 ? 

421。 一 个 国王 打算 建造 4 座 城 市 ， 并 在 它们 之 间 修 建 n 一 1 条 
道路 ， 使 得 从 每 一 个 城市 都 可 以 通 往 任何 其 它 的 城市 ( 每 一 条 道 
路 连接 两 座 城 市 ， 所 有 道路 不 相交 ， 并 且 不 穿 过 别 的 城市 ) 。 国 
王 要 求 : 沿 着 道路 网 两 座 城市 之 间 的 最 短 距离 分 别 是 1，2， 
3 ，…， 91》(pm)， 如 果 1 ) n=6; 2)n=1986, 试问 
国王 的 愿望 能 实现 吗 ? 

422。 证 明 ， 在 坐标 平面 上 不 能 画 出 这 样 的 凸 四 边 形 ， 它 的 
一 条 对 角 线 的 长 是 另 一 条 对 角 线 长 的 两 倍 ， 且 对 角 线 之 间 的 光 角 
等 于 45“， 而 每 个 顶点 的 坐标 都 是 整数 ， 

423。 证 明 ， 在 有 mXn 个 方 格 的 矩形 表格 中 , 可 以 填 上 不 同 的 
自然 数 的 平方 数 ， 使 得 每 行 数 的 和 以 及 每 列 数 的 和 也 是 目 然 数 的 
平方 。 

424。 中 心 距 为 d 的 两 个 圆周 相交 于 点 机 ,入 ， 分 别 过 点 MN 
及 第 一 个 贺 周 上 异 于 M、N 的 点 4 作 直 线 , 交 第 二 个 圆周 于 B、C. 

1 ) 证 明 ， 三 角形 4BC 的 外 接 圆 的 半径 等 于 d 
2 ) 如 果 点 4 跑 遍 第 一 个 圆周 ， 求 三 角形 4BC 外 接 圆 中心 的 
轨迹 。 

425。 在 平面 上 给 定 一 个 正六 边 形 ， 将 它 的 每 一 边 分 成 1000 
等 分 ， 并 用 平行 于 六 边 形 各 边 的 线段 将 分 点 连接 起 来 。 在 所 得 的 
网 中 选择 任意 三 个 结 点 ， 使 它们 是 任意 大 小 和 位 置 的 正三 角形 的 
顶点 ， 并 把 它们 涂 上 颜色 。 用 这 种 方法 继续 对 三 个 结 点 涂 色 ， 和 直 
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到 不 能 进行 为 止 。 证 明 ， 如 果 有 一 个 结 点 没有 涂 色 ， 那 么 它 不 能 
是 了 原 六 次 形 的 顶点 。 
426。 求 所 有 这 样 的 自然 数 : 它们 中 的 每 一 个 等 于 色目 己 所 
有 因数 个 数 的 平方 。 
427。 证 明 : 对 于 任意 正 数 co; ，a;，…，a,， 不 等 式 


1 :2 1 
a rartat TT 


< 4 (元 十 … 十 二 ) 


成 立 。 

428。 过 三 角形 4BC( .4B 到 AC ) 的 顶点 4 引 和 名 种 直 线 。 证 
明 ， 它们 中 的 任何 一 条 直线 至 多 有 一 个 异 于 三 角形 的 顶点 且 满 足 
条 件 L4LOM = LACM 的 点 由。 试 确定 ， 上 述 所 作 直 线 中 什么 样 
的 直线 不 包含 任何 这 样 的 点 M ， 

429。 楼 长 %( nn 之 3) 的 正方 体 ,由 个 单位 小 正方 体 组 成 。 证 
明 ， 可 在 这 人 知 个 小 正方 体 中 各 写 上 不 同 的 整数 ， 使 得 在 平行 于 正 
方 体 棱 的 任何 一 列 小 正方 体 中 的 数 之 和 和 等于零。 

430。 十 进 制 的 自然 数 c 由 ”个 相同 的 数字 zx 组成， 而 数 2 由 ”个 
相同 的 数字 y 组 成 , 数 c 由 2n 个 相同 的 数字 z 组 成 。 对 于 任何 n 宕 2， 
求 出 使 得 a 十 b? = 二 ce 成立 的 数字 zx，y，z， / 

431 。 在 后 十 二 边 形 内 给 定 两 个 点 ， 它 们 彼此 相 离 10 厘 米 ， 
证 明 : 这 两 个 点 到 十 二 边 形 各 顶点 距离 之 各 的 差 小 于 工 米 。 

432。 把 牛奶 分 令 在 30 个 杯子 里 。 一 个 小 男孩 想 使 所 有 杯 子 
里 的 牛奶 分 得 均匀 。 为 此 ， 他 每 次 任 取 两 个 杯子 ， 并 将 其 中 一 个 
杯子 的 牛奶 向 为 一 个 杯子 里 倒 ， 直 到 它们 的 牛奶 的 数量 相等 为 
止 。 可 否 在 杯子 里 分 俩 适量 的 牛奶 ， 使 小 男孩 采用 上 述 方法 无 论 
如 何 也 达 不 到 他 的 目的 ? 

433。 一 个 矩形 被 平行 于 边 的 直线 分 割 成 边 长 为 1 的 小 正方 
形 ， 像 国际 象棋 盘 那样 将 小 正方 形 涂 上 黑白 色 。 拢 形 的 对 角 线 也 
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被 分 割 成 黑色 和 白色 的 组 段 。 如 果 乞 形 的 大 小 是 1 ) 100 X99; 
2 ) 101x99， 求 白色 线段 长 度 之 和 与 黑色 线段 长 度 之 积 的 比 。 

434。 在 平面 上 给 定 正 n 边 形 414，…A4,. 

1 2 了 证明: 如 果 n 是 偶数 ， 那 么 对 于 平面 上 任意 一 上 后 让， 表 

wy 一 一 > 

达 式 土 了 MA1 土 池 有 A 二 … 十 M 4 中 可 适当 选取 正 、 负 号 ， 使 所 得 
的 和 等 于 0。 

2 ) 证明: 如果? 是 奇数 ， 那么 仅 对 于 平面 上 有 有限 个 以 所 ， 
才能 对 上 述 表 达 式 借助 于 正 、 负 号 的 选择 ， 使 所 得 的 和 为 0， 

435。 在 大 小 为 nrX n(n 之 3 ) 的 正方 光 夫 阁 中 ， 按 下 列 法 则 
在 它 的 正方 格 中 填 上 土 1: | / 

( 1 ) 表格 边缘 上 的 所 有 小 方 格 中 填 上 一 13 

( 2 ) 在 空格 中 ， 依 次 填 上 与 该 格 辐 行 或 同 列 上 它 的 两 侧 最 
售 近 的 两 格 已 填 的 数 之 积 。 
”这样 做 下 去 ， 直 到 表 中 的 空格 被 填 满 为 止 。 求 : 

1 ) 在 表 中 可 能 得 到 十 1 的 最 多 个 数 ， 

2 ) 在 表 中 可 能 得 到 十 1 的 最 少 个 数 . 

436。 证 明 : 对 每 个 自然 数 %n， 不 等 式 

| sin1 | 十 |sin2 | 十 … 二 |sin(3n 一 1) | 
十 | sin3n | > 一 

成 立 。 

437。 证 明 : 所 有 形 如 二 的 数 之 和 不 是 整数 ， 其 中 m，n 是 自 


然 数 ， 1<m<n<1986. 
438 。 正 方形 和 三 角形 都 外 切 于 半径 为 1 的 圆 .证 明 : 正 方形 和 
三 角形 的 公共 部 分 的 面积 大 于 3.4。 能 否 断 定 这 个 面积 大 于 3.5? 
439。 如 果 一 个 多 项 式 的 所 有 系数 等 于 0。1，2 或 3， 误 称 该 
多 项 式 为 相 容 的 。 对 于 给 定 的 自然 数 7?， 求 满 足 条 件 P( 2 )= 
n 队 所 有 相 容 多 项 式 的 个 数 ， 


2} 


440。 考 虑 外 切 于 给 定 球 面 的 所 有 四 面体 4XBY。 证 明 : 对 


于 固定 点 4 和 B， 空 间 四 面体 的 内 角 各 即 
人 AXB+AXBY+LBYAt 人 LYAX 的 值 与 六 各 了 的 


选择 无 关 ， 
第 二 十 一 届 ( 1987 年 ) 
年 级 第 一 天 第 二 天 
8 441 442 443 444 452 453 454 455 
9 445 446 447 448 456 457 458 459 
10 449 450 451 4462， 455 460 461 462 


441 。10 名 运动 员 人 参加 乒乓 球 循环 赛 ， 其 中 每 两 人 彼 此 恰好 
比赛 一 场 。 在 比赛 的 过 程 中 ， 第 一 名 选手 胜 z: 场 ， 败 败 场 ， 第 二 
名 选手 胜 z: 场 ， 败 g: 场 ， 等 等 。 证 明 


Ti+Xs 十 … 十 Zio 二 yi 十 y2 十 … 十 y?o。 
442。 已 知 刊 用 6 个 一 组 的 夸 码 可 以 使 重量 是 连续 自然 数 的 


63 个 重 物 平衡 。 求 出 这 组 夸 码 . 
443 。 给 定 正七 边 形 4,4:…4，， 证 明 
了 T_ 1 -1 
AiAs AiAs A414 
444。《 海战 》 游戏 在 7X 7 个 方 格 的 正方 形 盘 上 进行 。 如 果 
已 知 四 甲板 战 船 
1 ) 有 形式 [Tl; 
2 ) 由 边 彼 此 相连 的 四 个 方 格 组 成 
为 了 保证 击 中 它 ， 至 少 须 射击 多 少 次 ? 
445。 证 朋 : 对 每 个 自然 数 ? 
11987 十 21987 十 … 二 11987 
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不 能 被 "十 2 整除 。 
446。1 ) 在 8X8 格 的 正方 形 中 ， 至 少 须 放置 多 少 块 形 如 
站 一 的 图 形 ， 使 得 车 要 再 多 放 进 一 个 这 样 的 图 形 就 必须 把 它们 
重合 起 来 ? 

2 ) 在 1987 x1987 个 格子 的 正方 形 中 ， 随 意 剪 去 1 格 ,证 明 : 
余下 的 部 分 总 可 以 完全 分 市 成 若干 个 形 如 三 -的 三 格 “ 角 ”。 


447。 引 三 条 直线 分 别 平行 于 三 角形 的 三 条 边 ， 每 条 直 线 与 
它 所 平行 的 边 之 距离 恰 等 于 该 边 的 长 度 。 同 时 ， 对 于 每 条 边 ， 平 
行 于 它 的 直线 和 该 边 所 对 的 顶点 位 于 该 边 的 两 侧 。 证明: 三 角形 
各 边 延 长 线 与 所 引 的 三 条 直线 的 交点 同 在 一 个 圆 局 上 

448。 在 平面 上 给 定 两 条 封闭 的 折线 ,每 条 折线 有 苛 数 条 边 ， 
这 些 边 所 在 的 直线 各 不 相同 ， 并 且 其 中 的 任何 三 条 都 不 交 于 一 
点 。 证 明 ， 可 在 每 条 折线 中 选取 -- 条 边 ， 使 得 它们 可 作为 某 个 叫 
四 边 形 的 对 边 。 

449。 求 出 这 样 的 一 组 五 个 不 同 的 自然 数 ， 使 得 其 中 任意 两 
个 数 互 质 ， 而 任意 若干 个 数 之 和 为 合 数 . 

450 。 证 明 ， 如 果 凸 天边 形 4BCDE 有 人 4BC= 人 人 ADE,， 
AEC= 人 人 ADB, 那么 人 BAC= 人 DAE. 

451 。 求 出 所 有 这 样 的 a 值 ， 使 得 对 于 每 个 a 


COSQ, COS2a, COS4Q, COS8Q, *， cos2"a 是 只 由 负数 组 成 
的 数列 。 
”452。 正 数 a,，b5,，c，A，B, C 满 足 条 件 o 十 4=b 二 B=c 十 C 
二 k。 证 明 
aB+bC+cA<bh’, 


453。 在 1987 X1987 的 正方 形 表 格 的 每 格 中 ， 写 上 一 个 绝对 
值 不 超过 1 的 数 ， 并 使 给 定 表格 中 任意 2 XxX2 的 正方 形 中 的 数 之 和 
均等 于 0 。 证明 ， 在 正方 形 表 格 中 的 所 有 数 的 和 不 超过 1987， 
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”454。 4BC 的 顶点 B 在 贺 周 外 ， 而 射线 4 与 BC 与 圆周 相 


交 . 由 BA 与 圆周 的 交点 KK 引 直线 年 直 于 人 4BC 的 平分 线 ， 该 直 
线 交 圆周 于 另 一 点 已 ， 交 射线 BC 于 M. 证明; PM 的 长 度 为 圆 
心 至 .4BC 平 分 线 距 离 的 两 倍 。 

455。 两 个 游戏 者 轮流 地 在 黑板 上 记 下 不 超 过 bp 的 自然 数 ， 
游戏 规则 是 ， 禁止 在 黑板 上 再 写 出 已 有 数 的 因数 ， 轮 到 的 游戏 者 
无 法 再 写 时 则 被 认为 是 输 了 . 

1 ) 当 p==10 时 ， 游 戏 者 中 谁 有 获胜 的 策略 ， 清 指明 之 ， 

2 ) 当 p=1000 时 ， 游 戏 者 中 谁 有 获胜 的 策略 ? 

456。 黑 海 老 人 每 天 晚上 都 从 33 名 勇士 中 指定 9 或 10 名 勇士 
去 值班 , 试问 :最 少 经 过 多 少 天 才能 使 每 个 勇士 值班 的 次 数 相等 ? 
457。 在 整数 格 点 中 ,有 标记 的 结 点 的 集合 是 非 空 的 。 此 外 ， 

再 给 定 一 组 人 有 限 个 ) 有 整数 坐标 的 非 零 向 量 组 。 如 果 将 已 知 的 
有 限 问 量 组 的 向 量 的 始 端 放置 在 任何 一 个 有 标记 的 结 点 处 ， 那 和 
它们 的 终端 著 在 有 标记 结 点 上 的 比 落 在 没有 标记 结 点 上 的 多 ， 证 
明 : 有 标记 的 结 点 有 无 限 多 个 。 

458 。 山 p( p 之 5 ) 边 形 被 所 有 对 角 线 所 分 割 . 证 明 : 在 这 种 
情况 下 ， 所 得 的 各 部 分 中 必 有 面积 不 等 的 部 分 。 

459 。 开会。 一 切 形 如 《2 ) | 的 数 构成 ，R=0，1，2， 

。 对 于 每 一 个 p= 二 1，2，…，1987， 集 合 T, 是 将 能 表示 为 集合 
7 中 若干 个 不 同 数 之 和 和 的 挤 有 数 渗 吉 到 7 所 和 成 证 明 ， 
至 少 有 一 个 自然 数 不 属 于 集合 Tosy。 

460 。 定 义 在 整个 数 轴 上 的 函数 y= 二 f(z ) 的 图 象 , 在 绕 坐 


标 原点 旋转 -x 角度 后 ， 变 为 自身 ， 


1 ) 证 明 ， 方程 1 ( z ) =z 恰 有 一 个 解 ， 
2 ) 举 出 这 样 函数 的 例子 
461。 凸 多 面体 的 各 侧面 都 是 三 角形 。 证 明 ， 可 将 它 的 每 条 
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楼 分 别 地 涂 上 红色 或 兰 色 ， 使 得 从 多 击 体 的 任 一 项 点 可 只 泊 看 红 
色 的 楼 运动 到 为 一 项 点 ; 也 可 以 只 沿 着 兰 色 的 棱 运动 到 邦 一 顶 
62。 证 明 : 对 于 任意 的 目 然 数 ?， 不 等 式 
(2n 二 1 )" 守 (2n) "十 人 (21 一 1 ) 
成 立 。 


第 二 十 二 届 ( 1988 年 ) 


年 级 第 一 天 第 二 天 
8 463 464 465 466 475 476 477 478 
9 467 468 469 4170 479 480 481 482 
10 471 472 473 474 483 484 485 486 
” 463。 一 本 故事 书 中 共 载 有 30 个 故事 ， 它 们 的 篇 幅 分 别 为 1， 
2，…，30 面 。 自 书 的 第 1 面 起 就 刊载 故事 , 后续 的 每 一 个 故事 都 
另 起 一 面 。 最 多 可 能 有 多 少 个 故事 是 从 奇数 编号 的 面 起 头 的 ? 
464。 设 4BCD 为 曲 四 边 形 。 我 们 来 考察 两 个 新 的 凸 四 边 形 
五 ,和 已 :， 它 们 各 有 一 对 相对 顶点 都 是 4B5C 的 对 角 线 的 中 点 ， 
它们 的 另外 一 对 相对 顶点 分 别 是 平行 四 边 形 48CD 的 一 组 对 过 的 
中 点 。 现 知 四 边 形 下 ,与 ;的 面积 相等 。 证 明 ， 四 边 形 48CD 的 
一 条 对 角 线 平分 其 面积 . 
465。 证 明 ， 方程 
一 十 z 一 1] 
具有 无 穷 多 组 满足 如 下 条 件 的 正 整数 解 ， 其 中 >，!，2z 两 两 不 同 ， 
而 且 它 们 中 任何 两 个 数 的 乘积 都 可 被 第 3 个 数 整 陈 . 
466。 在 第 一 行 中 写 有 19 个 不 超过 88 的 自然 数 ， 在 第 二 行 中 
写 有 88 个 不 超过 19 的 自然 数 。 我 们 将 一 行 中 的 一 个 或 数 个 相连 的 
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数 称 为 一 _ 明 ， 证 明 ， 可 以 从 上 述 两 行 数 中 各 选 出 一 段 来 ， 使 得 这 
两 段 中 数 的 和 相等 。 
467 。 求 方程 的 整数 解 : 


m+ 1 
1 十 一 一 (1 
171 ) ( tim 


1988 


468。 设 a，B，y’ 是 任意 一 一 
2 (SC 二 0 二) <<( 方 + 二)sina 十 (二 十 二 ) sing 
+ (T+) siny. 


469。 学 校 每 天 安排 1 名 9《 1 ) 班 学 生 和 1 名 9 (2 ) 班 
学 生 同 时 值 日 ， 但 每 天 仪 更 换 其 中 的 1 名 学 生 。 各 班 学 生 都 按 月 
己 班 内 所 排 好 的 顺序 表 依 次 参加 值 日 ， 且 当 每 人 都 轮 过 一 过 以 
后 , 又 从 表 中 的 第 1 人 轮 起 。 现 知 9《〈 1 ) 班 有 29 名 学 生 、9(2) 
班 有 32 名 学 生 。 试问 ， 能 否 编 排 成 这 样 的 值 日 表 ， 使 在 某 一 段 时 
闻 之 中 ，9《〈 1 ) 班 的 每 1 名 学 生 都 恰好 与 8《 2 ) 班 的 每 一 名 
学 生 同 时 值 日 一 天 ， 而 后 又 恰好 轮 到 第 1 对 一 同 值 日 的 学 生 值 
H? . 
470。 和 俯 A4BC 的 角 C 为 钝 角 ， 在 38C 边 上 取 定 一 点 D(D 不 与 
B 和 和 CC 重合) 。 设 人 4BC 的 外 接 圆 为 S， 又 点 M 是 有 BC 边 上 的 一 个 - 
不 与 D 点 重合 的 内 点 ， 作 直线 4M， 设 其 与 圆周 S 相 交 于 点 N 。 过 
点 村 ，D 和 NN 作 一 圆周 ， 设 其 同 S 除 了 点 入 外 还 有 一 个 交点 P， 机 
人 试 确定 点 入 的 位 置 。 
。 在 锐角 三 角形 4BC 中 引 高 BD 和 CE， 并 由 顶 点 B 和 C 
入 别 向 让 线 ED 引 亚 线 BP 和 CG 证 明 : EF=DG. / 
472。 设 7，y，2 为 正 数 ， 且 x* 十 y* 十 2:= 二 1， 试 求 如 于 表达 
式 的 最 小 值 : 
| ST 
2 y 
a6 


473。 今 有 一 条 折线 ， 它 的 所 有 项 点 全 都 位 于 某 个 棱 长 为 2 的 
正方 体 的 表面 上 ， 它 的 每 一 边 的 长 度 都 是 3 ， 它 的 两 个 端点 刚好 
是 该 正方 体 的 两 个 距离 最 远 的 顶点 。 试 回 ， 该 折线 最 少 有 多 少 条 
边 ? 

474。 设 2，7，R 都 是 自然 数 ， 且 和 记 >#。 证 明 ， 如 有 果 

1 十 2 十 … 十 n= 二 mk， 
则 可 将 数 1 ，2 ，…，+* 分 成 # 组 ， 使 每 一 组 数 的 和 都 等 于 1m。 

475。 证 明 。 内 接 于 定 圆 的 所 有 硒 长 为 a 的 等 腰 梯 形 的 高 与 中 
位 线 的 长 度 之 比 为 定 值 ， 

476。 黑 板 上 写 着 数 1 和 2 , 现 允许 按 如 下 规则 写 出 新 的 数 ; 
如 果 黑 板 上 已 经 写 有 数 a 和 65， 则 可 写 上 数 ab 十 a 十 6。 试问 能 省 按 
这 样 的 法 则 得 到 数 : 

1 )13121; 2 ) 12131? 

477。 设 有 理 数 z，y 满 足 方程 

2Z5 十 05 一 22212。 
证 明 ， 1 一 xy 是 有 理 数 的 平方 。 

478。 某 国共 有 21 个 城市 ， 由 若干 个 航空 公司 担负 人 它们 之 加 
的 空运 业务 ， 每 一 个 航空 公司 都 在 5 个 城市 的 任意 两 个 之 间 设 有 
直达 航线 (无需 着 藩 ， 且 在 两 个 城市 之 间 可 以 有 数 个 航空 公司 的 
航线 ) 。 而 每 两 个 城市 之 间 都 至 少 有 -一 条 直达 航线 . 试问， 至 少 
应 有 多 少 个 航空 公司 ? 

”479。 设 数列 的 通 项 公式 为 
G 一 1 十 22 十 3 十 … 十 他， 
证 明 ， 该 数列 中 有 无 限 多 项 为 森 合 数 。 

480。 设 入 4BC 为 锐角 三 角形 ， 作 出 其 外 接 贺 ， 并 过 4，42， 
C 三 点 分 别 作 外 接 贺 的 切线 。 现 知 过 4 点 和 过 C 点 的 切线 分 别 与 
过 如 点 的 切线 相交 于 M 点 和 人 点 。 再 作出 A4BC 中 的 高 BP (了 
点 位 于 A4C 边 上 ) 。 证明， 直线 BP 是 人 MPN 的 平分 然 。 
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481。 设 a 与 d 为 非 负 数 ，8 与 c 为 正 数 ， 且 有 4 十 c 之 a 十 d。 试 

求 下 式 的 最 小 值 : 
b C 
sta Taro: 

482。 在 一 个 nXn 的 方 格 表 的 每 一 格 中 都 填 有 1 个 实数 ,， 且 
每 一 行 、 每 一 列 数 的 和 都 等 于 0 . 现 允 许 在 表 中 进行 如 下 的 运算 : 
任 取 一 行 数 ， 将 其 逐个 加 到 某 一 列 数 上 去 ( 即 该 行 的 第 一 个 数 加 
到 该 列 的 第 一 个 数 上 去 ， 将 第 二 个 数 加 到 第 二 个 数 上 去 ， 如 此 等 
等 : 对 行 中 的 数 自 左 至 右 编号 ， 对 列 中 的 数 自 上 至 下 编号 ) ， 并 
且 从 为 一 列 数 中 逐个 减 去 该 行 数 。 证 明 ， 可 以 经 过 有 限 次 的 这 种 

483。 今 有 一 条 非 封 闭 的 折线 内 接 于 一 条 抛物 线 ， 折 线 共 出 
有 限 条 边 组 成 ， 它 的 起 点 位 于 抛物 线 的 顶点 ， 它 的 任何 相 邻 的 两 
边 ( 折线 上 具有 公共 顶点 的 边 称 为 相 邻 的 边 ) 都 同 抛物 线 的 过 它 
们 的 公共 顶点 的 切线 交 成 相等 的 角 。 证 明 ， 这 样 的 折线 必 位 于 抛 
物 线 的 对 称 轴 的 一 侧 。 
”484。 试问， 当 n 至 少 为 多 大 时 ， 如 下 的 方程 组 有 解 : 

Sinx, 二 Sinx, 十 … 十 Sinzr 一 0， 
Sinz2i 十 2Sinzs 十 … 十 mrSlinz, 一 100? 

485。 数 列 《a,) 由 如 下 关系 式 所 定义 。 

CC0 一 0， 0 一 户 (a,-1 ) 1 一 1 ，2，…， 
其 中 p (zz ) 为 正 整数 系数 的 多 项 式 。 证 明 ， 对 于 任何 两 个 具有 
最 大 公约 数 d 的 自然 数 m 和 &， 数 ce 和 ww 的 最 大 公约 数 都 是 as， 

486。 证 明 ， 对 任何 四 面体 都 有 如 下 不 等 式 成 立 : 


ab 
2(a+o) 


其 中 a 和 6 是 四 面体 的 一 组 异 面 楼 的 长 度 ，r 是 其 内 切 球 的 半径 。 
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第 一 十 二 届 《〈《1989 年 ) 


年 级 第 一 天 第 二 天 

8 487 488 489 490 499 500 501 502 
9 491 492 493 494 503 504 505 506 
10 495 496 497 498 507 6508 509 510 

487。 星 期 天 了 个 男孩 去 售 货 亭 买 冰淇淋 ， 每 个 人 都 去 过 3 
次 。 已 知 其 中 每 两 个 人 都 在 售 货 襄 卷 边 相 遇 过 。 证 明 ， 在 某 一 时 
刻 有 3 个 男孩 在 那里 同时 相遇 。 

488。 有 77 个 大 小 为 3X3X1 的 长 方块 。 问 : 能 否 把 这 些 长 方 
抉 码 到 一 个 大 小 为 ?X9X11 的 带 瘟 的 长 方形 盒子 中 ? 

489。 设 以 是 三 角形 4BC 的 内 切 圆 与 4B 边 的 切 点 . 7 是 BC 
边 上 蜡 于 顶点 的 任意 点 。 证 明 ; 三 角形 BMT、MTA、 ATC 的 3 
个 内 切 圆 与 同一 条 直线 相 切 . : 

490。 上 自然 数 六 恰好 有 12 个 因数 (包括 1 和 AN ) ,把 这 些 因 数 
按 递增 的 顺序 编号 ，ad<d:<…<di:。 已 知 下 标 为 dx 一 工 的 因 
数 等 于 (di 十 d; 十 d, ) ds。 求 自 然 数 人 。 

491。 有 2000 个 硬币 ， 其 中 两 个 是 假 的 ， 一 个 比 真 的 轻 ， 一 
个 比 真 的 重 。 问 ， 如 何在 不 带 夺 码 的 天 平 上 通过 4 次 称 量 来 确 
定 ; 两 个 假 硬币 的 重量 之 和 与 两 个 真 硬 币 的 重量 之 和 谁 重 谁 轻 、 
或 者 它们 相等 ? 

492。 证 明 。 如 果 a，5，c 为 三 角形 的 边 长 且 a 十 6 十 c=1， 则 
有 a* 十 6* 十 c* 十 4abc< 之 1 2 。 

493。 在 凸 四 边 形 48CD 的 边 4B、CD 上 分 别 取 点 KK 、M， 
设 L 是 线段 4 及 与 KD 的 交点 ， 四 是 KC 与 BM 的 交点 。 

1 ) 证 明 。 如 果 下 和 及 是 4B，CD 的 中 点 ， 那 么 Skryun 


89 


1 
<“、、 3 .9 405cCD。 
2 ) 证 明 ， 如 果 AK : KB=CM :有 人 = 有 3， 那么 


niit 
S sn < OACD, 
RL! m2 二 mni+nz 


494。 用 大 小 为 1X1，2X2，3X3 光 正方形 组 成 一 个 23X23 
的 正方 形 。 问 ， 最 少 需 用 多 少 个 1 X1 的 正方 形 ? 


495。 当 自然 数 4 最 小 取 何 什 时 方程 C-】=1989 有 整数 解 ? 


496。 在 三 角形 4B8C 的 边 48B、BC、CA 上 分 别 取 点 D、E、 
Ff， 使 DE=BE、FE=CE。 证 明 : 三 角形 ADF 的 外 接 圆 的 圆 
心 在 角 DEF 的 角 平 分 线 上 ， 

497。 在 两 个 相交 的 球面 上 分 别 取 两 点 4.8 和 C、D。 线段 A4C 
过 球面 的 公共 点 ,线段 BD 过 球面 的 另外 的 公共 点 并 且 平 行 于 过 两 
球面 中 心 的 连 线 。 证明， 线段 4B、CD 对 直线 4C 的 投影 相 等 。 

498 。 两 个 游客 位 于 山脉 两 侧 的 、 具 有 同一 海拔 高 度 的 两 点 
A.B 处 。 连 结 4.B 两 点 的 山路 是 折线 的 形状 , 它 的 每 个 项 点 都 高 
于 4、B 两 点 。 问 ， 两 个 游客 能 否 做 到 在 任何 时 刻 都 在 同一 海拔 
高 度 上 走 过 连 结 4、B 两 点 的 山路 ? z 

499。 在 国际 象棋 盘 上 放 着 8 个 棋子 ， 每 一 条 水 平 线 和 垂直 
线 上 各 有 1 个 棋子 。 证明， 在 国际 象棋 盘 的 所 有 黑 格 中 共有 偶数 
个 棋子 。 

500。 在 三 角形 4BC 的 4B、BC、C4 三 条 边 上 用 绿 色 相应 
地 标 出 异 于 三 角形 顶 瓜 的 后 Ci、4 和 : 已 知 ; 


pe 有 LABAC= LABIAIC. 
证 明 :， 具有 绿色 项 点 的 三 角形 相似 于 三 角形 4BC。 
501 。 在 某 片 树林 中 有 ”之 3 个 桩 乌 梨 ， 而 且 它 们 之 间 的 距离 
不 相等 。 在 每 一 个 烛 中 各 有 一 只 核 鸟 。 在 某 一 时 刻 某 些 核 鸟 离开 
00 


目 己 的 巢 而 飞 落 到 其 它 的 梨 中 。 如 果 某 一 对 桩 鸟 之 间 的 距离 小 
于 叉 外 一 对 术 岛 之 间 的 距离 〈 一 只 核 岛 可 以 与 其 它 任 何 一 只 术 
鸟 结 成 “一 对 ” ) ， 那 么 在 飞 落 之 后 ， 第 一 对 核 鸟 之 间 的 距离 
就 大 于 第 二 对 核 鸟 之 间 的 距离 。 问 : 当 " 取 何 值 时 能 够 做 到 这 
一 点 ? 

502。 证 明 ， 可 以 把 由 1、2、3、4、5 五 个 数字 组 成 的 
所 有 五 位 数 (在 每 个 数 中 1、2 、3 、4 、5 各 出现 一 次 ) 分 成 
平方 和 相等 的 两 组 数 。 

503。 是 否 存在 实数 c、2， 满 足 : 

1 ) a 十 6 为 有 理 数 ， 而 对 于 每 一 个 自然 数 n 宇 2，a" 十 0" 是 无 
理 数 ? ”| 

2 ) a 十 5 是 无 理 数 ， 而 对 于 每 一 个 目 然 数 n 守 2，a" 十 6" 是 有 
理 数 ? 

504。 在 1 米 X 1 米 的 正方 形 天 花 板 上 有 蜂 蛛 和 苍蝇 。 在 1 
秒 钟 内 师 蛛 可 以 跳 到 连结 它 与 天 花 板 4 个 顶点 的 4 条 线段 中 任 一 
条 的 中 点 。 巷 蝇 在 原 处 未 动 。 证 明 : 在 8 秘 钟 内 晴 蛛 与 苍蝇 的 距 
离 小 于 1 厘米 。 

505。ABCD 是 等 腰 梯 形 。 把 三 角形 4BC 绕 点 C 旋 转 某 一 角 
度 得 到 三 角形 4'B’'C。 证 明 : 线段 4'D、BC 和 BC 的 中 所在 加 
一 条 直线 上 . 

506。 给 定 一 张 无 穷 大 的 格 纸 ， 写 的 每 个 格子 边 长 为 1. 证 
明 ， 对 于 任意 自然 数 m， 存 在 一 个 多 边 形 (不 一 定 是 凸 多 边 
形 ) ， 它 的 边 都 在 格 线 上 ， 可 以 恰好 用 ”种 不 同 的 方法 把 这 个 多 
边 形 分 成 若干 个 2 X1 的 和 矩形. 

507。 已 知 z、3/、 2 为 正 数 且 满足 : 等 式 YYyz 《xX 十 yV 十 2 ) 一 1， 
求 表达 式 (z 二 2 十 2z) 的 最 小 值 ， 

508。 给 定 一 个 有 偶数 条 棱 的 多 面体 。 证明， 可 以 在 它 的 每 
条 峻 上 标 上 箭头 ， 使 有 偶数 个 箭头 指向 这 个 多 面体 的 每 个 顶 品 。 


9] 


509。 是 否 存在 沙 数 1(n ) ， 它 把 自然 数 的 集合 变 为 自身 ， 
且 对 于 每 一 个 自然 数 ">1， 它 满足 f (nn) =f (f(r 一 1 ) ) 十 
{ (fl(n+1) )? 

510。 给 定 一 凸 多 边 形 。 把 这 个 多 边 形 的 顶点 与 它 的 边界 上 
荣 一 点 连 结 起 来 的 、 且 等 分 多 边 形 面积 的 任何 线段 的 长 度 都 不 超 
过 1 工 .证 明 多 边 形 的 面积 小 于 zvA4， 
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解答 与 提示 部 分 


全 俄 数 学 奥林匹克 竞赛 


LI 一 人 一 全 一 | 一 mm ia me 


第 一 届 


1 。 解法 1。 假设 我 们 能 作出 满足 条 件 的 折线 。 因 为 在 图 19 
中 用 诗 线 标 出 的 1 . 2 、3 三 个 区 域 的 每 条 边界 都 包含 五 条 线段 ， 
面 县 折线 底 沪 与 这 些 线段 中 的 每 一 条 正好 相交 一 次 .因此 , 这 三 个 
区 域 中 的 每 一 个 区 域 应 该 包含 折线 的 一 个 端点 ( 如果 存在 一 个 区 
域 ， 在 它 内 部 不 包含 任何 一 个 端点 ， 那 么 折线 进入 这 个 区 域 的 次 
数 应 该 等 于 它 离 开 这 个 区 域 的 次 数 ， 即 它 和 区 域 边界 相交 的 次 数 
应 该 是 偶数 ) ， 可 是 折线 的 端点 只 有 两 个 。 廊 得 的 矛盾 证 明了 此 
题 的 结论 . 


图 19 

解法 2 。 我 们 的 图 形 共有 16 条 线段 ， 把 平面 分 成 6 个 区 域 , 

在 每 一 个 区 域 中 标 上 一 个 点 作为 区 域 的 ^ 首 都 ”， 且 对 每 条 线段 画 
出 与 它 相 交 的 、 连 接 两 个 区 域 “ 首 都 ”的 路 (图 20)。 沿 着 每 条 路 
走 一 次 ， 不 可 能 走 过 所 得 的 路 网 ， 因 为 有 4 个 首都 是 奇数 条 路 的 
会 合 地 .而 为 能 走 遍 所 得 的 路 网 ,必须 使 那些 有 奇数 条 路 的 首都 的 
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个 数 为 0 或 2， 

2 . 设 ABCD 是 已 知 的 矩形 ，LN 是 贺 辣 1、3 的 公 切线， 
从 和 矩形 的 中 心 O 作 直线 LN 的 垂 线 OM， 那 么 四 边 形 4LNC 是 梯 
形 ， 而 OM 是 它 的 中 位 线 , 所 以 OM 二 《ri 十 rs ) 2 。 由 点 O 到 
这 两 个 圆周 的 第 二 条 公 切 线 的 距离 也 等 于 (ri 十 +r ) /2， 

同样 可 断定 ， 由 点 0 到 其 余 两 个 圆周 的 公 切 线 的 距离 等 于 
(r,s+rs) 2 。 根据 条 件 ri 十 rs 二 7? ;十 rs, 点 O 与 4 条 切线 等 距 ， 
即 点 O 是 由 4 条 切线 构成 的 四 边 形 的 内 切 圆 的 中 心 。 

3 。 在 已 知 数 的 前 20 个 数 中 存在 两 个 数 ， 它 们 在 十 进 制 记 数 
法 中 的 末 位 数 等 于 0 。 

假设 这 两 个 数 之 一 在 末 位 数 0 之 前 是 不 等 于 9 的 数字 ， 设 这 
个 数 于 访 ，S 为 入 的 数字 之 和 ,那么 N,N 二 1,…,N+9, N+i+1i0 
含 于 已 知 的 39 个 数 之 中 ,和 且 对 应 的 数字 和 分 别 为 S,S 十 1,S 十 2， 
…，。S 十 10。 然 而 在 11 个 相 邻 数 之 中 就 有 一 -个 能 被 11 整除 ， 

注 ”一般 地 说 ， 对 于 每 
一 个 m 二 2，3 ，…， 可 以 找 
| Sp AAA 到 最 小 的 C。， 使 在 任何 C。 个 连 

0 T0200 00 607080 0100 续 目 然 数 中 ， 能 有 一 个 其 数字 

和 被 m 整 除 的 数 ( 对 于 m 达 20， 
图 21 只 要 研究 函数 “ 数 n 的 数字 和 ” 
在 一 百 个 点 上 的 性 质 即 可 ， 这 个 函数 的 图 象 表示 在 图 21 中 ) . 
特别 ， Cs,=3 ;Cs=5 ;C10=19,C11=39,01 2 一 0D9，… 

4 。 显 然 ， 图 22 中 表示 的 7 了 个 小 星 
星 的 位 置 满足 此 题 的 要 求 ， 

如 果 是 六 个 小 星星 或 者 更 少 些 ， 则 
存在 两 列 ， 在 每 一 列 中 不 多 于 一 个 小 星 
星 ， 我 们 划 去 剩 下 的 两 列 ， 剩 下 的 小 星 
星 不 多 于 两 个 ， 它 们 可 以 与 所 在 行 一 起 
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被 划 去 。 

注 研究 类 似 的 一 般 问 题 是 很 有 意思 的 ， 最 少 多 人 少 个 小 星星 
分 放 在 m Xn 表格 中 , 才能 使 在 划 去 8 行 和 ! 列 之 后 至 少 剩 下 一 个 小 
星星 ( 这 里 ,1，m,n 为 自然 数 ，k 过 m，!<<n ) 。 然 而 , 当 m 二 1， 
k=1 二 n 一 2 时 这 个 问题 是 很 难 的 (参考 第 208 题 ， 其 中 n=: 7， 
及 n=13 ) 。 

5 。1 ) 假设 四 个 正 数 (a,，5，c,， 5 ) 再 次 出 现 ， 

首先 证 明 : 在 这 种 情形 中 ，cecd= 1，。 

设 abcd =p， 那 么 第 二 组 的 四 个 正 数 的 乘积 等 于 p*， 第 三 组 
的 则 是 p*, 第 四 组 的 是 p*，…。 显 然 , 当 p 友 1 时 在 乘积 序列 中 将 
不 会 有 两 个 数 相同 ， 因 此 所 得 的 四 数组 将 不 相同 ， 于 是 p= 1 。 

现在 我 们 考察 第 二 组 的 四 个 正 数 ，ab、bc、cd、da。 因 为 
abcd = 1， 那么 容易 验证 ， 第 四 个 四 数组 是 b*c*,c*d*、d'a’、 
a*b*。 于 是 第 四 组 是 由 第 二 组 的 每 个 数 的 平方 再 重 排 得 到 的 。 同 
样 也 能 由 第 四 组 得 到 第 六 组 ， 由 第 六 组 得 到 第 八 组 ， 等 等 。 

如 果 第 二 组 中 的 四 个 数 不 都 等 于 1 ， 那 么 其 中 最 大 者 大 于 
1 。 于 是 第 2n 组 中 最 大 者 将 随 着 n 的 增 大 而 无 限 地 增 大 ,而 这 与 它 
们 循环 重复 相 歼 居 ， 

于 是 ab=5bc=cd=da= 1 .由 此 容易 得 到 ca=2=c=d 一 1 。 

2 ) 当 n= 1 时， 结论 显然 成 立 ， 

假设 n= 二 k 时 结论 成 立 ， 我 们 来 证 n=& 十 1 时 结论 也 成 芯 。 

我 们 把 前 三 行 写 在 下 面 

Ti T2, Ta3s Tas 9 Th+ly 
TIT T2Ta3s TaTay 9 ThtlXi, 


TiTss TCT2T49 Tavs “sr L239 


2 Rt1 


容易 看 到 ， 在 号 码 为 奇数 的 位 置 上 的 数 与 号 码 为 偶数 
的 位 置 上 的 数 构 成 两 行 : ri、zs、…、zattl ij， 与 ri、 
溺 4 Trl 它们 是 “ 隔 步 ”得 到 的 ， 这 就 是 笨 件 所 要 求 的 ， 因 ， 
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为 按 好 纳 假 设 步 长 为 2 的 行 总 能 变 成 全 由 工 构成 的 行 ， 因 而 出 
步 长 为 2 3 的 初始 行 也 能 得 到 全 由 1 构成 的 行 ， 
注 ” 可 以 证 明 ， 步 长 为 m= 2 《7 为 奇数 ) 的 行 z， 当 且 仅 
当 它 是 由 ?个 步 长 为 2 “的 相同 块 组 成 ( 即 有 同期 2“) 时 , 才能 得 到 
全 由 1 组 成 的 行 
-一 一 3 一 -一 汶 一 > 
6 .1 ) 避 010s 契 由 010 :旋转 60” 得 到 的 向 量 ( 朝 使 4 已 
变 力 4C 的 方 问 旋转 ) ,点 4 “和 B' 为 4 和 B 绕 着 Oi 旋转 的 像 ,在 问 
一 一 > 一 一 > 
量 014 人 匀速 旋转 时 ,向 量 O, 8 将 以 同样 的 角速度 旋转 。 人 和 八 O01.4“4 
一 一 > 一 一 > 一 一 > 一 一 > 
线 着 0 1 旋转 ， 向 量 0s8B 人 ‘与 BC=-4’A4( 就 是 说 它们 的 和 OsC ) 
- 绕 着 0; 旋 转 ( 图 23 ) . 


B C 


图 23 图 24 
: 2 ) 答案 5 。 把 点 3 固定 在 与 点 P 汐 距离 为 3 的 地 方 (图 
24 ) 。 当 点 4 沿 半径 为 2 、 中 心 为 P 的 圆周 转 动 时 ， 顶 点 C 将 沿 
寿 半 径 为 2 、 中 心 为 O 的 圆周 运 动 ， 点 0 到 点 PP 的 距离 OP= 3 
( 人 OPB 是 等 边 三 角形 ) 。 这 个 圆周 最 远 点 到 点 已 的 距 离 等 于 
CO+OP=5. 
注 对 于 任何 等 边 三 角形 4BC 和 人 和 任 何 点 P， 类 似 的 不 等 式 
4 和 47 十 有 R 中 的 等 号 对 三 角形 4B8C 的 外 接 圆 的 弧 4B 上 的 所 
有 点 都 成 立 ( 点 C 除 外 ) 。 
了 。 在 由 已 知 表 略 通过 改变 行 和 列 的 符号 所 能 得 到 的 一 切 赤 
格 中 ， 我 们 政和 卫 最 大 的 那 一 个 。 这 样 的 才 格 了 是 存在 的 ， 因 为 
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在 mm Xx 的 表格 中 数 前 的 往 号 排列 共有 2 史 种 方法 (能 用 来 实现 行 
和 列 中 符号 改变 的 方法 要 少 些 ， 2 "+ :种 )。 在 表 格 7 的 每 一 行 
及 每 一 列 中 所 有 数 之 和 是非 负 和 的。 事实 上 ， 如 果 表 格 T 中 的 某 一 
行人 或 某 一 列 ) 中 一 切 数 之 和 是 负数 ， 那 么 改变 这 一 行 ( 列 ) 的 
符号 后 ， 我 们 就 得 到 一 个 这 样 的 表格 ， 它 的 一 切 数 之 和 和 比 1 的 
更 大 ， 这 与 表格 1 的 取 法 矛 慎 。 

8 。 我 们 把 n 个 点 中 的 一 个 点 称 为 “ 根 ”， 将 其 余 的 每 个 顶 
点 与 从 “ 根 ” 通 往 这 个 点 的 路 径 的 最 后 一 条 线段 对 应 起 来 ， 这 个 
在 ?一 个 项 成 的 案 人 与 一 切线 段 的 集合 之 间 的 对 应 是 双方 单 值 


的 。 
为 了 很 清楚 地 表示 这 一 点 ， 只 要 在 NZ 


从 “ 根 ” 出 发 的 每 一 条 线段 上 标 上 和 介 头 


(图 25 ) ， 则 除了 根 之 外 ， 只 有 一 个 前 
头 指向 每 一 个 点 。 


注 “ 这 个 问题 所 研究 的 图 形 称 为 树 mg 
( 索 11 ) ， 我 们 在 其 中 标 出 一 个 点 后 网 
把 树 变 成 了 定向 树 。 也 可 以 用 数学 归纳 
法 解 这 个 问题 。 

9 . 设 数 b 和 pp 一 a 的 最 大 公约 数 等 于 d, 6 二 kd 上 且 p 一 a 二 ld, 那 
入 数 k 和 [1 互 质 。 此 外 ，ak 十 bl 二 ab/Ad 二 (pa)b/Ad=pk,， 于 
是 ak 十 5 能 被 娟 整 陈 。 

10。 管 案 : 对 科 里 亚 最 有 利 的 方法 是 第 一 种 。 当 进行 正确 游 
戏 时 ， 他 用 第 二 种 和 第 三 种 方法 得 到 的 核桃 要 少 些 ( 一 般 地 ， 正 
如 我 们 要 看 到 的 ， 这 个 分 法 中 的 争执 是 由 于 一 个 核桃 引起 的 》。. 

在 别 佳 的 第 一 步 之 后 ， 无 论 有 什么 样 的 核桃 堆 ( 各 有 a 和 8 个 
核桃 ，a<6 ) ， 科 里 亚 总 能 把 其 中 的 大 堆 分 为 两 部 分 ， 各 为 1 个 
和 5b 一 1 个 核桃 ,它们 也 是 最 大 的 一 份 和 最 小 的 一 份 ， 即 在 第 一 种 
分 法 电 得 到 bz 1 个 核桃 ( 取 4 二 n，b=n 十 1 后 ， 别 佬 妨碍 他 . 
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得 到 多 的 ) 。 在 第 二 种 方法 中 , 在 第 一 步 取 a 二 2 ,6 二 21 一 1 后 ， 
最 好 的 结果 是 分 成 2 二 十 1 ，2n 一 1 二 n 一 1 十 x”， 科 里 亚 只 
得 到 nn 个 核桃 ( 然而 当 第 一 步 采 用 其 它 分 法 时 ， 他 至 少 可 以 得 到 
7 十 1 个 ) .在 第 三 种 方法 中 ， 别 佳 的 分 法 是 a==n，6b==n 十 1， 
这 种 分 法 不 允许 科 里 亚 得 到 多 于 n 十 1 个 核桃 ( 两 个 中 等 堆 的 个 
数 之 各 以 及 最 大 堆 、 最 小 堆 的 个 数 之 和 始终 正好 是 n 及 n 十 1 )， 
所 以 应 该 交 出 的 一 个 核桃 是 有 决定 意义 的 。 

11。 因 为 数 a1，az，…，as，… 是 自然 数 ， 那 么 存在 下 标 数 
列 入 ，ii ,使 qi 才 qis 声 … 坟 qin 忆 …( ai 为 数列 a, 中 最 小 
数 ,ai: 为 其 余数 中 的 最 小 数 , 等 等 ) 。 类 似 地 , 从 下 标 数 列 让 ,i;， 
“中 可 以 挑选 子 数列 放 ，j,，…，j:，…， 使 

bi; <b Rb 

显然 ， 数 列 oj ，ajs ，…，aiw … 仍 然 是 不 减 的 。 现 在 剩 下 的 是 从 
数列 c， ， c，…, cj ，… 中 挑选 不 减 数 列 co ，co ，…，cr ，…， 
那么 有 

Qh Ra, Rd 二 

be <b, Rb Se, 

Cs, Se, Ce so 
由 此 得 到 结论 ， 

注 在 解 题 时 我 们 利用 了 在 自然 数 的 任何 (甚至 无 穷 ) 集 
合 里 有 最 小 数 ， 这 个 事实 看 起 来 是 显然 的 ， 它 等 价 于 数学 归纳 原 
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12。 半 径 为 1 且 完 全 在 
矩形 内 训 的 圆 的 圆心 与 矩形 
的 任何 一 边 的 距离 应 该 大 于 5 


却 ， 即 在 图 26 一 工 中 所 表示 
的 框 子 内 部 。 


图 26 一 1 
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图 26 一 1 A x24 二 456, 此 外 ， 立 的 
中 心 与 任何 正方 形 的 边界 的 距离 大 于 元 ， 即 在 图 26 一 2 中 所 表示 
的 面积 为 3 十 x/ 4 的 每 个 小 图 形 的 外 部 ， 而 且 如 果 这 些 小 图形 不 
相交 且 不 磁 到 种 子 ， 它 们 的 总 面积 等 于 120 ( 3 十 二 本) 一 360 十 307 
一 306 十 30 X3.2 一 456。 

于 是 ， 用 这 些小 图 形 不 可 能 覆盖 面积 为 456 的 矩 形 ， 所 以 仔 
在 与 任何 正方 形 都 不 相交 的 直径 等 于 1 的 圆 。 


“13。 中 线 等 分 三 角形 的 面积 ， 因 此 ( 图 27 ) 
Bp 


图 27 
Sac—=I cBa OCH/C’e 
出 此 得 到 Spa’c/= 2 04ac. 
同 检 也 司 证 得 Scep’/= 2 Sgcp; 
Spp4’= 2I0cp4 O44'8’'= 2 DD4Ape 
把 这 四 个 等 式 相 加， 我 们 得 到 
Spg/c/ 十 Secc/D/ 十 Opp 4/ 十 O44 人 B17 


101 


~ 2 (Sipc+t SacD+i+ Scon4i dopas) 


40. 
因此 > 4vavc7 一 4 十 一 5”。 
14。 答 案 : 所 求 的 切 点 凡 的 集合 是 两 条 直线 (除去 PP、Q ) 


它们 与 加 周 S 相 切 寺 点 PP、QR (了 ， 0 为 国 则 S 有 直线 [的 广 上 ) 。 
假设 S 和 S “的 公 切 线 与 圆周 S 在 点 N 相 切 ， 那么 人 NOM = 

~ -0MO,=~MOO, (ON OMHOO,=0,M ). 

因此 和 人 ONM 生 人 OMQ，ANMO= 人 OMQ, 于 是 人 MQO 为 

直角 ， 且 直线 MQ 与 5 相 切 于 Q( 图 28 ) 。 

为 一 方面 ， 对 前 面 所 指出 的 两 条 直线 上 和 量 不 在 S 上 的 任何 一 
所 可 以 作 一 圆周 ， 它 经 过 点 O， 且 中 心 在 直线 ! 上 。 

15。 由 已 知 条 件 ai 一 ao 之 1。 此 外 ，a; 一 a1 一 2 (al 一 ao ) ， 
ds~42=2( gs—01 ) » ">» 0100 一 088 一 -< ( dgg™ -Ugg ) 。 把 这 
99 个 两 边 必 为 正 的 等 式 连 乘 起 来 ,在 乘积 两 边 约 去 公 因 子 a; 一 al、 
as 一 G2、"*、Q609 一 068 司 ， 我 们 得 到 

Qi100= 二 Goo 十 299 (al 一 Gu ) 之 2885 . 
注 ” 由 数学 归纳 法 a 之 2”，as; 1 一 a 之 2 (==1，2，… ) 可 
人 的 人 Qi100 之 2'"'. 
6。 设 P(x)==ax* 十 bx? 十 cz 十 d， 洗 
P(62)—P(19)=a (62—19s)+6(62?—19°)+ 
: c (62 一 19 ) 能 被 43 整 除 ， 但 不 能 等 于 1 。 

注 ”一般 地 说 ， 对 于 任何 整 系 数 的 多 项 式 己 (z) 来 说 ， 
P(z1) 一 P(x, ) 能 被 z: 一 zz: 整除 ， 其 中 z:，z7: 是 不 同 的 整数 。 

17。 设 Di，22，…， 思 为 每 一 行 的 滋 积 ， di, qd2, ,qn 为 
每 一 列 的 乘积 ， 那 么 p1p，…p, 一 g19，…gs 一 一 我 们 用 两 种 方 法 
来 计算 表格 中 所 有 数 的 乘积 。 就 是 说 ， 在 pi，ps，…，p, 中 以 
及 在 91，q:，*…，q, 中 一 1 的 个 数 的 奇偶 性 相同 , 即 在 2n 个 数 p，， 
Pi， Ps，q1，42:，**…，94, 中 总 有 偶数 个 一 1， 同 样 也 有 偶数 个 
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十 1。 然而 它们 的 个 数 不 同 ( 因为 ?为 奇数 ) ,因此 pi 十 pi 十 … 十 
力 * 十 9 十 gz 十 … 十 Gu。 关 0。 

注 “这 个 和 可 能 与 22 具 相差 数 d (dg 为 4 的 倍数 ) 。 丰 意思 的 
是 ， 建 立 相 应 的 例子 来 解释 是 否 对 于 任何 一 4 | & | <n/2, 
上 述 和 可 能 等 于 2n 一 d. 

18。 假 设 我 们 已 知 三 角形 的 边 8C、AC 的 长 度 为 a、b5, 且 我 
们 想 让 它 的 中 线 4D 和 BE 相交 成 豆角 . 在 的 
点 下， 使 4F:FC=3, 那 么 FD/Y BE 有 日 ADF 应 该 等 于 90"， 旭 
点 吕 应 该 在 直径 为 4 五 的 圆周 上 ， 也 在 半径 为 ao/2、 中 心 在 C 的 加 
周 上 。 由 此 看 出 可 以 作出 点 妃 及 点 8B。 如 果 1/2 记 1/4 过 2， 此 题 有 
解 ， 同 时 所 求 三 角形 唯一 

注 ”可 以 证 明 ， 在 这 样 的 三 角形 中 ， 第 三 条 边 c 的 平方 为 ; 
c= 二 (a’ 十 b* ) /5， 册 此 得 到 第 二 种 解法 . 

19。 由 不 等 式 x? 十 y: 守 27y 得 到 

(a?+b*)+ (c+d’ ) >2 (abt+ed ) >4vVabcd>4, 

ab+cd 之 2，bc 十 ad 之 2，ac 十 bd 之 2。 

注 车 利用 算术 平均 值 和 几何 平均 值 的 一 般 定 理 就 可 以 用 其 
它 方法 来 解 题 ， 也 可 以 证 明 ， 对 于 任意 n 个 乘积 为 1 的 正 数 ， 它 
们 的 平方 和 不 小 于 n， 而 它们 两 两 乘积 之 和 不 小 于 n《 1 一 1 ) /2。 

20。 使 rs 取 最 大 值 移 点 凡是 正 五 边 形 的 顶 感 ， 而 使 rs 取 最 小 
信 的 点 2 是 下 三 边 形 各 池 的 中 用 正 五 边 形 的 对 称 轴 把 它 分 成 

三 角形 (图 29 ) ， 只 要 在 一 个 三 角 
站 例如 入 AOK ) 研究 它 的 内 点 或 边 
界 上 的 点 朵 就 可 以 了 。 

为 了 比较 从 某 一 个 角 内 部 的 点 M 到 
其 它 边 的 距离 ,只 要 搞 清楚 这 个 点 
在 角 平 分 线 的 哪 一 侧 。 利 用 这 一 点 ， 我 
们 能 财 定 扩 骨 到 五 边 形 各 边 4B、AE、 


. 
= _ Y nn 
i 4. , Lm he 
1 r “ef ' 


BC、DE、CD 前 距离 总 是 按 增 序 排 列 : Snrree 
当 Mf 与 4 重合 时 ， 第 三 个 距离 rs 将 是 最 大 的 ， 当 呆 与 天 重 合 时 ， 
OY i 

。 答案，c=9。 任何 一 个 数 本 身 以 及 它 的 数字 和 在 队 以 9 
是 余数。c 关 9。 另 一 方面 ，a 委 1962 X9<19999， 因 
此 b 寺 1 十 4x9= 二 37， 且 c 志 9. 

22。 在 人 4BC 中 作 高 4 忆 ( 图 30)， 
那么 在 人 4DC 中 线段 六 总 将 是 中 位 线 ， 
即 D 玉 二 CH. 直角 三 角形 BHM 与 直角 
三 角形 4DC 相 似 ， 因 为 LDAC=90" 一 
人 C= 人 HBM, 同时 在 把 其 中 之 一 旋转 
90° 后 所 对 应 的 边 互 相 平 行 ; 同时 相应 
的 中 线 BP 和 .4 总 也 平行 ， 即 旋转 前 有 

图 30 AH 1BP. 

23。 答 案 : 1。 在 两 条 边 为 4s、6 (0a<1l，1<6<2 ) 的 三 
角形 中， a, bp 2 为 直角 边 的 直角 三 角形 有 最 大 面积 ( 事实 
上 ， Sab/2 夺 1， 因为 对 6 边 所 作 的 高 不 大 于 a ) 。 它 的 第 三 条 
边 等 于 w 5 ,满足 条 件 2 委 c 和 3。 所 以 在 所 研究 的 一 切 三 角形 中 ， 
它 有 最 大 的 面积 ， 

24。 商 等 于 z2 十 纪 十 2 一 2z8 一 29z 一 2zz。 为 了 检验 所 需 要 
的 等 式 ， 设 zx 一 y 二 4,，y 一 2 二 v， 到 么 2 一 x 二 一 《4 十 v) 。 利用 
牛顿 二 项 式 公 式 

(28 十 ) =u ou vt 10u3v07 二 10u203 十 Suvt -二 Uv 
来 证 明 等 式 

(utv) 二 us 十 v 十 5uv (4 二 v) (++uv+v? )， 

25。 图 31 帮 助 解 这 个 题 ， 顶 点 在 点 (&,as ) 的 折线 是 凸 的 ， 
因为 ay 1 一 G4 之 or 一 ar1-1( 即行 一 条 边 的 角 系 数 大 于 前 一 条 边 和 的 
角 系 数 ) ， 所 以 除了 端点 之 外 ， 整 个 折线 都 在 OK 轴 下 方 。 
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我 们 假设 ,对 于 菜 个 mm 之 1 有 
dm -1 扫 0 9 an>0， 那 人 ga, 一 Go 1 之 


Gan -1 一 af-z 福 “ni! 一 dn an 一 
| on >0, 因此 a。 >>a >… >an>0, 
图 31 这 与 条 件 a， 二 0 矛盾 . 


26。 解 法 1 . 我 们 将 应 用 数学 归纳 法 来 证 明 ， 并 假 设 当 mx 十 
1 较 小 时 结论 成 立 ， 对 于 1X 1 的 表格 ,结论 显然 成 立 从 m 十 n 个 
已 知 数 a1，Qs，…，Gn， 01, bs ; b, 中 挑选 最 小 的 一 个 一 一 
设 它 为 ci。 我 们 把 让 到 左上 角 - 接 必 及 第 一 行 ， 剩 下 的 是 对 
(m— i ) xz? 的 表格 及 ai， “Om, 治 1 一 os C2, 1 …b ,来 解 这 个 
题 ， 根 据 归纳 假设 ， 我 们 会 做 这 一 点 字 。 

“解法 2 。 这 是 贡 型 的 “由 林 区 训 的 ? 角 法 我 们 画 出 长 度 为 
d= 十 0 十 … 十 gm 二 bi 十 bs 十 … 十 b, 的 线段 ， 并 且 用 两 种 方法 
把 它 分 成 m 条 长 为 41，G2，…，anm 的 “ 红 ” 线 段 及 n 条 长 为 Br， 
564:，…，b, 的 “ 蓝 ” 线 段 . 冯 闪 是 (n 一 1 多 十 (m1) 个 分 点 
及 相应 的 m 十 4 一 1 条 小 线段 剩 下 是 把 每 每 小 线段 ( 某 些 红 的 a 
与 某 此 划 的 6 的 交 ) 的 长 庶 写 到 相应 的 和 于 中 去 (在 第 ; 行 和 第 
列 的 交 上 ) 。 


第 三 局 


27。 设 第 一 个 、 第 二 个 、 第 四 个 和 第 五 个 圆周 通过 挟 4，; 第 . 
一 个 、 第 三 个 、 第 四 个 和 第 五 个 圆周 通过 扩 B; 第 二 个 、 第 三 
个 、 第 四 个 和 第 五 个 圆周 通过 所 (C， 

我 们 看 到 ， 所 有 三 个 点 4、B、C 不 可 能 是 不 同 的 ， 因 为 它 
们 都 在 第 四 个 和 第 五 个 圆周 上 ， 而 两 个 圆周 的 交点 不 多 于 两 个 。 
就 是 说 点 4、B、C 中 的 某 两 个 重合 ( 索 9 ) 。 
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例如 ， 假 设 4 各 召 重合 ， 那么 所 有 图 通 直属 人 4 
28。 答 党 第 三 名 说 第 七 各. 

人 守 赛 1 6 场 , 因 此 在 这 些 比赛 中 大 
尝 至 少 得 了 6 人 分。 所 以 得 竺 .一 省 的 执 手 得 分 不 低 于 6 分。 

力 一 方面 ， 得 分 不 可 信守 于 8 如 时 循环 赛 的 优胜 者 取 

得 7 分 ， 则 第 二 名 了 不 会 输 给 他 ， 恕 是 说 得 分 不 高 于 6 ; 如 果 第 一 
名 得 8 ， 那 么 第 二 名 也 不 高 于 6 分 。 

由 此 得 出 ， 第 二 名 正好 得 了 6 分， 
-循环赛 的 最 后 四 名 共 得 了 6 分 ， 所 以 他 们 在 与 前 四 名 的 所 有 
比赛 中 ， 都 输 给 了 前 四 名 。 

29。1 ) 设 0 为 四 边 形 4B8CD 的 对 角 线 的 交点 。 因 为 三 角形 
ABD 和 三 角形 B83CD 的 面积 相同 ， 且 有 公共 床 BD， 故 从 点 4 和 CC 
所 作 的 高 相等 ， 即 点 4 和 C 与 BD 等 距 ， 由 此 得 出 40==OC。 同样 
也 能 证 明 BO= 0D. 

于 是 ， 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 被 它 的 交点 平分 ， 这 就 是 说 
4BCLD 是 平行 四 边 形 . 

2 ) 解法 1 。 我们 假设 某 一 个 是 六 边 形 4BCDEF 的 连接 相 
对 顶点 的 对 角 线 都 等 分 其 面积 ， 且 不 相交 于 同一 点 。 那 么 ， 它 们 
的 交点 号 ,.Q@ 和 RR 是 在 六 边 形 内 部 的 三 
角形 的 项 点 (图 32 ) 。 四边 形 4BCD 
和 四 边 形 B8CDE 的 面积 相 等 ， 因 此 
二 角形 AB8P 和 三 角形 上 PD 的 面积 也 
相等 ， 因 为 


748p 一 ypcp- 一 Sacpp 一 


图 32 98cDF 一 BcDp 一 OFpD。 
“同样 可 得 
| SstR= 二 SEFR 及 940F 一 con。 
生 三 角形 面积 相 多 得 到 


106 


AP.BP=EP.DPD, 

CQ.DQ= AQ .FQ, 

/ ER.:.FR=BR:.CR. 
把 这 些 等 式 连 乘 起 来 ， 我 们 得 

AP:BP'COQ.:DOQO:ER:FR=AQ:BR.: CR:DP PPFO 
然而 这 是 不 可 能 的 ， 要 知道 4P>4Q，BP>5Q，CQ>CR， 
DQ>DP，FR>EP，FR>FQ. 因此 右边 的 乘积 小 于 左 边 的 
乘积 。 所 得 的 矛盾 证 明 了 对 角 线 4 已 、 BE 和 CF 交 于 一 点 人 凶 
FOQO=QR=RP=0 ) 。 

解法 2 . 这 个 解法 是 以 利用 几何 变 : 换 ( 同 位 相似 ) 为 基础 
的 。 因 为 四 边 形 48CD 和 和 四边 形 8CDE 的 面积 相等 ， 那 么 三 角形 
ABD 和 三 角形 8DE 面 积 也 相等 ( 好 们 比 相应 的 四 边 形 的 夯 积 小 
Saco)” 这 些 三 角形 有 公共 底 边 8D， 由 面积 相等 得 到 从 顶点 4 和 
EE 向 BD 所 作 的 高 也 相等 ， 即 点 4 和 与 BD 等 距 . 因此 4E /8D. 
同 梯 可 得 CE[BF 及 DF [AC. 二 是 三 角形 BDF 和 三 角形 4CE 
相似 。 i 
设 P 为 对 角 线 4D 和 BE 的 交点 。 我们 考察 中 心 在 点 PP 且 系 数 
为 PE : PB 的 同位 相似 ,在 这 个 同位 相似 的 作用 下 ， 点 B 变 为 居 
五 ， 而 点 DD 变 为 点 4， 直 线 DF 变 为 直线 4C， 而 BF 变 为 EC， 

因为 是 DF 和 BE 的 交点 ， 它 变 为 直线 4C 和 EC 的 交 点 ， 
” 即 变 为 点 C。 因 此 点 成 、P 和 C 在 一 条 直线 上 ， 这 就 是 说 ， 对 钊 
线 AD、 BE 和 CF 相交 于 上 尽 PP. / 

30. 如 果 a* 十 b? 及 a 十 b 也 能 被 d 整 除 ， 那么 (a4b) (a 
+b’ ) ==2ab 也 能 被 4 整除 . 所 以 29 ~2a (at+b) 一 246 及 26* = 
2b( a+b ) 一 2ab 都 能 被 4 整除 。 

但 是 如 果 a 和 6 互 质 ， 那 么 e* 和 4b* 也 互 质 ， 所 以 2a* 和 26: 不 可 
能 同时 被 任何 qd 之 2 整除 。 

31。 1 ) 设 4C 为 直径 ， 角 487C 为 直角 ， 因为 MK = =KM, 
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PK YMC， 那 么 直线 PK 与 线段 BC 相交 于 中 点 : BH=HUC， 
于 是 所 有 直线 PK 通过 线段 BC 的 中 点 如， 

2 ) 由 1 ) 得 出 : 点 已 的 集合 在 以 4 万 为 直径 所 作 的 圆周 上 。 
因为 和 人 BA 是 直角 ,这 个 圆周 通过 点 B， 

32。 答 案 :; d= 二 2/3. 

如 果 线 段 的 轨迹 覆盖 整个 三 角形 ， 那 么 它 在 某 个 位 置 上 通过 
二 角形 的 中 心 。 我 们 要 证 明 ， 在 端点 位 于 三 角形 的 边 上 有 旦 通过 其 
Fh 心 0 的 一 切线 段 中 最 短 的 一 条 是 平行 于 三 角形 边 的 线段 4B， 

设 4 B' 为 任意 一 条 端点 在 三 角形 的 边 上 且 通 过 其 中 心 的 线 
段 ， 同 时 OB' < 过 O04’ ( 图 33 ) 。 


图 33- 一 1 图 33 一 2 

那么 44 >>BB' 。 显 然 ， 这 条 线段 对 直线 48 的 射影 的 长 度 大 于 
2/3。 于 是 其 轨迹 能 覆盖 整个 三 角形 的 线段 不 可 能 短 于 2/3。 

为 一 方面 ， 长 度 为 2/3 的 线段 的 轨迹 能 覆盖 整个 三 角 形 。 为 
此 需要 证 实 ， 过 三 角形 内 部 的 任何 一 点 P 可 以 作 长 度 为 2/3 且 站 
所在 三 角形 边 上 的 线段 。 我 们 过 点 已 作 两 条 直线 ， 一 条 平行 于 离 
成 最 近 的 边 ， 一 条 平行 于 离 点 P 最 远 的 边 。 它 们 被 三 角形 截 得 
两 条 线段 ， 其 中 第 一 条 的 长 度 大 于 2/3， 第 二 条 的 长 度 小 于 2/3， 
我 们 把 过 点 P 的 直线 从 第 一 个 位 置 旋转 到 第 二 个 位 置 ， 在 中 间 的 
某 个 位 置 上 线段 的 长 正好 等 于 2/3， 这 条 线段 的 两 端点 正 好 在 三 
角形 的 边 上 ， 

注 ”顺便 指出 ， 虽 说 最 后 一 个 结论 是 显然 的 ， 然而 它 的 严格 
证 明 需 要 考虑 连续 性 。 
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3。 我 们 假设 ， 可 以 把 多 米 诺 骨牌 放 到 棋盘 上 ， 使 棋盘 的 每 
条 水 平 直 线 和 垂直 直线 至 少 与 一 个 骨 幅 相交。 
总 共有 10 条 那样 的 直线 ， 其 中 每 一 条 都 把 棋盘 分 成 有 偶数 个 
格子 的 两 部 分 。 在 任何 一 部 分 中 都 有 若干 个 没有 被 分 开 的 骨牌 
这 些 骨牌 占 着 偶数 个 格子 ， 其 余 的 格子 由 被 分 开 的 骨牌 占 着 。 因 
为 格子 有 偶数 个 ， 因 此 被 分 开 的 骨牌 的 个 数 也 是 偶数 个 . 

于 是 10 条 直线 中 的 每 一 条 至 少 分 开 2 个 骨牌 ， 因 每 一 个 骨牌 
只 由 1 条 直线 相 截 ， 因 此 被 分 开 的 骨牌 个 数 不 少 于 20. 

然而 放 在 棋盘 上 的 骨牌 总 数 为 18. 

34。 可 以 认为 ， 已 知 数 按 严格 递增 的 顺序 排列 着 : or <a < 


… 必 gs。。 我 们 研究 数 
Gi, G2， ”9 On-2， ds~1s Us 
Qi ds G2 + as ‘* Gs-2 Or Qa-i+ a, 
gi 十 G,-1 十 a,， "9g “ys Qs-2 十 ds-! 十 Gn， 
Gi 十 G2 十 … 十 gd。。 


显然 ， 这 里 每 一 个 数 都 大 于 它 前 面 的 一 个 数 。 于是， 所 写 的 数 都 : 
不 相同 ， 它 们 的 个 数 为 十 (1 一 1 ) 十 … 十 1 二 n(n 十 1 ) /2， 符 - 
合 此 题 的 要 求 。 < 
”我 们 也 指出 ， 由 前 xn 个 自然 数 不 可 
能 组 成 多 于 n(n 十 1 ) /2 个 不 相等 的 和 E 
(这 些 和 都 是 从 1 到 1 十 2 十 … 十 ?一 
n《n 二 1 ) /2 的 自然 数 ) 。 

35。 由 角 的 相等 (图 34 ) 关系 得 出 
点 4 在 经 过 点 C、D 和 EE 的 立 周 上 ， 点 8 
也 在 这 个 圆 上 ， 同时 DE JY 4B. 图 34 

36。 设 级 数 的 公差 等 于 d， 且 设 其 中 一 项 a 二 m?， 这 里 m 为 自 
然 数 。 那 么 当 有 为 自然 数 时 ， 数 (和 十 Rd ) ?=m* 十 2mkd 十 k*d* 
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etd ( 2km 十 kh*d ) 也 是 级 数 的 一 项 。 这 就 意味 着 级 数 有 无穷 
是 日 全 各 的 了 全 
37。 答案 : 不 能 。 数 字 c 与 其 它 9 个 数字 中 的 每 一 个 能 构成 9 
对 数字 ,为 了 对 于 这 些 “ 数 字 对 ”找到 用 相应 数字 标号 的 45 边 形 
的 边 ， 必 须 至 少 把 a 放 在 它 的 5 个 项 点 上 ， 因 为 总 共 10 个 数字 ， 
因此 为 了 摆好 它们 必须 要 50 个 顶点 . 
“因此 题目 条 件 中 所 要 求 数字 的 摆 法 不 可 能 实 


38。 答案，al,z 一 土 20w220 一 1]2 ,biz 一 于 20 /rm 
p=—1, 9 二 1/4( 共 两 组 系数 ) 。 
er “ 设 z=1/2， 得 


(SF+b) "+ (2 元 十 总 P+q)!'=0 


由 此 得 到 a 二 一 26， 现在 等 大 朗 为 
( 27 一 1 ) 一 (一 20z 十 D) + (zr + pxtg ) 1 
在 两 边 计 算 x*' 的 系数 ， 得 
220 一 230020 十 1 b= 十 :92930 二 1]2， 
囊 时 等 式 有 形式 
了 (zx—1/2) "= (r+pri+g), 
由 此 得 r+pr+gq= (zx~1/2)*, 即 p= 一 1， g=1/4. 
39。 管 案 : 2X3".。 在 第 一 步 之 后 所 有 数 之 和 等 于 6 一 2X 3， 
设 ,为 8 步 之 后 所 有 数 之 和 ， 不 难 证 明 在 n 十 1 步 之 后 所 有 数 
的 和 将 等 于 2S, 十 S.= 3S,，。 
于 是 ， 数 字 和 每 一 步 都 是 前 一 上 的 8 借 | 因此 第 n 步 时 ， 和 
等 于 2X 3"。 
40。 管 案 ， 所 求 的 集合 是 与 三 角形 两 腰 相 切 于 底 边 两 端点 的 
设 48(C 为 所 给 三 角形 ，4B= BC，MM 是 所 求 集合 的 某 一 点 ， 
EE、F 了 身分 别 是 它 对 4B、BC 和 AAC 三 条 边 的 投影 (图 35)， 
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在 轩 过 形 A4EM 玉 和 四边形 C 肪 必 玉 中 ， 
因为 它们 地 对 应 角 相 等 ， 且 由 条 件 知 相 令 
边 成 比例 (EM:MH=MH:;MF ) ， 因 
此 它们 彼此 相似 ， 由 它们 的 对 角 线 分 成 的 
二 角形 也 相似 ; 
AEMA~AHMC, A! 
AN 人 4M 末 ceACME。 
由 此 得 
AMC= /AMH+/AHMC 
~ /AHMC+/ /ACMF= /HME. 
于 是 .4MC 的 值 是 常数 ， 由 此 得 : 点 内 属于 以 线段 4C 为 
弦 的 圆周 的 绝 ， 
可 以 验证 ， 这 条 强 上 的 任何 一 点 都 属于 所 求 的 点 集 . 
注 ”如 果 在 整个 平面 上 而 不 是 在 三 角形 的 内 部, 求 到 直线 : 
4B 的 距离 等 于 到 直线 4B、BC 距 离 的 几何 平均 值 的 所 有 点 的 集 
合 ， 那 么 所 求 的 集合 还 要 加 上 一 段 双 曲线 。 
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41。 答 案 : 三 角形 的 三 个 内 角 分 别 为 90*，45°% ，45" 。 

设 h。 和 有 分别 为 a 边 和 6b 边 上 的 高 。 根据 条 件 ah。, .bh ， 
但 在 任何 三 角形 中 ，ha 志 5, 有 a， 所 以 a 有 hb 才 h a。 就 
是 说 a 二 b==h。 二 h,， 即 三 角形 为 等 采 直 角 三 角形 ， 

42。 假 设 m (9 十 1 是 某 一 个 自然 数 的 R 次 害 。 因 为 加 和 和 十 1 
互 质 ， 那 么 其 中 的 每 一 个 应 该 是 某 一 数 的 R 次 宕 ， 然 .而 这 是 不 可 
能 的 ， 因 为 如 果 m= ob5 那么 (a+1)*>> (atl1)a ml!=a't+a'! 
>m+1(k>1 ). 
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43。 答 案 ， 1 比 2 多 1 个 ， 

任何 一 个 数 与 它 的 数字 和 在 被 9 除 时 都 有 相同 的 余数 ， 因 此 
在 这 个 题 中 ，1 由 那些 被 9 除 时 余数 为 1 的 数 ，1，10，19， 
238，…，999999991，1000000000 得 到 ， 而 2 由 余数 为 2 的 数 ; 
2，11，20，29，…，999999992 得 到 . 

44。 不 管 我 们 怎样 取 一 组 "个 数 〈《 其 中 不 是 所 有 的 数 都 彼 此 
相等 ) ，n 步 之 后 这 组 数 中 的 最 大 数 一 定 要 减 小 ， 而 最 小 数 要 增 
大 ， 

由 此 ， 如 果 不 能 得 到 一 组 相等 的 数 (a,a,，…，a)， 那 么 


最 大 的 数 不 可 能 始终 是 整数 。 
i ”假设 由 一 组 数 z, ，z,，…，z, 中 首先 得 到 相同 的 数 
21 十 2Z2 22 十 23 .2n-1 十 2 21 十 ZZ， 
2 2 2 


那么 数 z, 每 隔 一 个 就 相等 。 当 n 为 奇数 时 这 是 不 可 能 
假设 "为 偶数 ， 我 们 来 看 由 什么 样 的 一 组 数 能 得 到 数组 ( 0， 
也 a, b, ga, b， 四 0 ) 。 


设 
yi1 Ty Ys ty Yn yn 一 7 
2 2 2 
yz Fya Yetys_ yy Y=。 
2 2 
那么 


yiyit "t+y, =2an, yz yst yy =2n6, 
基 2an= 二 2n6， 所 a=6b。 

于 是 ， 不 下 ` 可 能 得 到 由 两 两 相等 的 数 构成 的 数组 ， 这 就 证 明了 
此 题 的 结论 。 

45。 1 ) 六 边 形 的 每 个 角 等 于 120”， 所 以 它 的 对 边 互 相 平 
行 ， 同 时 可 以 认为 4B 之 DE ( 图 36 )， 

现在 作 平 行 四 边 形 4BCK ,CDEL,AFEM， 如 果 点 KL、 
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EE D MM 不 重合 ， 那 么 三 角形 KLM 的 所 有 
: 角 都 是 60° ,由 此 得 KL=LM=KM,， 
Cc 所 以 
AB-—-DE=CD— FA=FE-—BC.,. 
A PP， 2 ) 可 以 认为 a >as。 作 正 三 角形 KLM， 
图 36 其 边 为 
KL=LM=MK=a—a=as—as=0s— 04,. 
在 大工 的 延长 线 上 截取 线段 LC=as， 在 LM 的 延长 线 上 截取 线 
篡 ME=as,， 在 M 天 的 延长 线 上 和 帘 取 长 4=a2， 并 作 和 平行 四 边 形 
AKCB,CLED,AFEM， 所 得 的 六 边 形 48BCDE 了 六 即 为 所 求 。 
46。 答 案 : 唯一 解 z=! 一 0。 
设 z 和 y 为 满足 条 件 的 整数 ， 在 一 系列 二 次 方 后 得 到 : 
MX 二 Vx 二 m 及 VX 二 k 是 整数 ， 同时 
m: 二 k (k+l ). z * 
妇 果 &>0， 那 么 应 该 有 R2 < 天 (R 十 ! ) 2， 于 是 hm<hk 二 1。 
因此 m 不 是 整数 。 就 是 说 k= 二 0， 即 z==0， z 
注 ” 我 们 顺便 指出 ， 由 第 42 题 也 可 得 到 恒等式 ( %* ) 的 下 让 
性 ， 


. 设 41、Br、Ci、DD: 分 别 为 从 顶点 4、B、C、D 向 对 
名 线 BD 和 AC 记 作 显 线 的 于 中 O 为 对 角 线 的 冯 点 ， 为 它 们 之 
间 的 夹 角 (图 37 ) 。 那 么 OA1 = 二 04'cosa; 
0B: =0B.cosa; OC1=0OC.:cosa; 
OD,=OD.cosa。 因 此 三 角形 A10B1、 
B1OC!:、C10D1 和 D104 相似 于 三 角 
形 40B、BOC、COD 和 DOA， 相 似 系 A 
数 为 coOsa。 图 37 
由 此 得 四 边 形 4BCD 和 4; B, CiDi 相 似 . 
注 顺便 指出 ， 第 二 个 四 边 形 能 用 下 列 变换 的 合成 得 到 : 关 
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于 对 角 线 夹 角 的 平分 线 的 对 称 变 换 、 中 心 在 O 系 数 为 cosa 的 同位 
相似 变换 。 

48。 答 案 : n 是 素数 以 及 n= 二 9， 

如 果 n 能 表示 为 n= 二 ab， 其 中 a 宕 3，bLb 守 3，ab， 慎 么 c、2a 
及 b、2b 是 乘积 1'2.…. (nn 一 1 ) 的 因子 ， 所 以 (n 一 1 )! 能 被 
0 0 一 1 整除 ， 

如 果 n 二 p*，p 为 素数 ， 那 么 p?: 一 1 之 4p 时 ，p、2p、3p 和 4 
是 飞 积 (p 一 1)! =1.2.3…(p? 一 1) 中 的 因子 ,因此 ( p? 一 1)! 能 
被 p* 二 n* 整 除 ( 当 素 数 p 之 5 时 不 等 式 p? 一 4p 一 1 之 0 成 立 ) 。 

所 以 只 有 两 种 可 能 .+ 为 素数 (在 这 种 情形 (x 一 1 )! 不 能 
被 呈 整除 ) 以 及 nm 一 9 (此 时 8! 能 被 9 整除 ， 但 不 能 被 381 整除 ) 。 

注 根据 关于 素数 的 著名 威尔逊 定理 ， 当 沁 是 素数 时 ， 

《 p 一 1 )! 在 除 以 p 时 始终 有 余数 p 一 1. | 

49。 把 甲虫 促 过 的 线段 按 顺 序 标 号 ， 并 考察 三 种 有 向 线段 中 
的 一 种 一 一 我 们 称 之 为 水 平 线段 .我 们 要 证 明 甲 虫 候 过 的 路 径 中 
所 有 水 平 线段 的 号 码 有 相同 的 奇偶 性 ， 

”” 设 o 和 56 为 这 条 路 径 上 的 两 条 相 邻 的 水 平 线段 ( 这 可 理解 为 ， 
在 a 和 5b 之 间 的 路 径 是 由 另外 两 个 方向 的 线段 构成 的 ) ， 如 图 38 所 
示 ， 当 甲虫 通过 由 包含 a、6b 的 两 个 六 边 形 组 成 的 竖 直 带 条 时 ， 它 
不 可 能 从 点 P 沿 着 粗 实 线 向 前 、 向 上 经 过 b 至 点 Q 再 沿 虚线 把 回 
了 ， 因 为 此 时 甲虫 的 路 程 就 会 缩短 了 。 由 此 得 出 在 c 和 8 之 间 的 
中 间 线 段 的 数目 为 奇数 ， 且 在 这 些 线段 上 甲虫 朝 一 个 方向 候 行 。 
因此 甲虫 路 径 的 所 有 水 平 线段 的 号 码 有 相同 奇偶 性 〈 因 比 甲虫 在 
其 上 彰 一 个 方向 疏 行 ) . 

”这 里 涉及 到 另外 两 个 方向 的 线段 。 因 为 总 共 3 个 方向 ， 那 么 
或 者 有 偶数 号 码 的 所 有 线段 ， 或 者 有 奇数 号 码 的 所 有 线段 有 柱 辐 
的 方向 。 那 样 的 线段 正好 50 条 。 
2 : 竹 甲虫 在 网 上 的 任何 路 色 可 以 用 初始 结 点 和 由 p.q.r 组 成 
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的 “单词 ”( 每 个 字母 对 应 于 路 径 的 平 
行 于 三 个 方向 之 一 的 线段 ) 给 出 。 有 
意思 的 是 写 出 对 应 于 闭 的 ( 回 到 初始 . 
结 点 的 ) 或 不 自 相 交 的 路 径 的 “ 单 


词 ” 。 
50。 设 0 是 四 边 形 48CD 的 内 切 圆心 
图 38 (图 39)。. | 


Bb 


因为 人 A0B=180 一 a 一 bh， 
ACOD=180" 一 ?一 5， 而 


a+B+rtd= (LA+LB+ 


AAC+/AD)=180” ,所 以 人 AO0B | 
+ 人 LCOD=360'— (atph+i+ry+S) D 
一 180 。 图 39 

51。 因 为 &* 一 6 二 (k& 一 6 ) (k"! 十 kb 十 … 十 6b ， 记 
以 已 一刀 被 R 一 8 整除。 | 

于 是 对 任何 h 关 bp，(k" 一 b" ) 一 《(k" 一 a ) 二 a 一 b" 能 被 R 一 8 
整除 ， 但 仅 当 a = 二 68" 时 它 才 成 江 

52。 管 案 ， 2 个 分 数 。 - 

首先 显然 有 ，zi 将 在 所 得 分 数 的 分 子 上 ; 当 任 意 加 括号 时 ， 
:都 在 分 母 上 ( 在 zs: 前 的 除 号 或 者 与 zz 有关， 或 者 是 与 使 :在 其 
分 子 上 的 某 个 表达 式 有 关 ) 。 

而 其 余 的 字母 zs 、ze，…，zs 可 以 完全 以 任意 方式 在 分 子 上 
或 分 母 上 。 由 此 得 出 总 共 可 以 得 到 2”” 个 分 数 ， 因为 n 一 2 个 字母 
zs ，xs，…，Xxs 中 的 每 一 个 字母 可 以 不 依赖 于 其 余 字 母 而 落 在 分 
子 上 或 分 母 上 。 . | : 

我 们 将 用 归纳 法 来 证 明 这 个 结论 . 当 m= 二 3 时 ,可 以 得 到 2 个 
分 数 : ~. 
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Ti 
( ri:x? ) :zs 一 -及 zl: (x2:xs ) 一 一 。 
X27X3 , 


所 以 结论 成 立 ， 

假设 结论 对 n= 二 kh 成 立 ， 我 们 来 证 明 它 对 nn 二 和 十 1 成 立 。 

设 在 某 次 加 括号 后 表达 式 zi “2* …: 能 写成 半 个 分 数 有 4 的 
有 形式， 如 果 在 这 个 胡 达 式 中 用 zs: zr?1 人 代替 xs， 那么 zi 仍 将 在 它 原 
先 在 4 中 所 在 的 位 置 ， 而 z+ 1 将 不 会 在 zi 原 和 完 的 位 置 上 (如果 
原先 在 分 母 上 ， 那 么 xsi1 就 会 在 分 子 上 ， 并 且 反 过 来 也 对 ) 。 

现在 证 明 ， 可 以 把 x431 加 到 zx 所 在 的 位 置 上 去 。 在 分 数 4 中 
加 括号 之 后 一 定 会 有 ( p:xs ) 形式 的 表达 式 ， 其 中 Pp 为 字母 z4-1 
或 者 某 个 括号 用 表示 式 ((p:zi):xitri ) 二 Pp: (23 ) 来 
代替 ( p:x ) 后 ， 显 然 得 到 同一 个 分 数 4， 其 中 zx?1 代 震 了 
zx。 因此 绪论 得 证 。 

53。 容 易 看 到 ， 立 方 体能 分 成 5 个 四 面体 .在 图 40 上 这 些 四 
面体 是 44’ B'D'’、AB’BC、ACDD'’. B’'C’'D'C 和 和 ACD’D'.、 
现在 我 们 证 明 立 方 体 不 可 能 分 成 较 少 
Cs 个 数 的 四 面体 。 设 立方 体 分 成 4 个 四 面体 ， 
其 中 至 少 有 两 个 四 面体 的 底面 在 立方 体 的 
侧面 48CD 上 。 同样 也 至 少 有 两 个 四 面体 
yc 的 底面 在 侧面 4 BbB’'C’D’ 上 . 

5 这 两 个 四 面体 显然 与 前 面 两 个 不 同 ， 

图 40 因为 四 面体 不 可 能 有 两 个 平行 的 面 ， 于 是 
我 们 已 有 4 个 四 面体 ， 它 们 的 总 体积 不 大 于 2a*/3， 即 小 于 立方 
体 的 体积 。 因 此 立方 体 不 可 能 分 成 4 个 四 面体 。 

54。 答 案 ，412 一 1681 

设 2%:2 满 足 此 题 归 求 ， 那 么 82 二 100a? 十 5， 其 中 0 之 b 之 100， 
”因此 "之 106， 所 以 pzP10c6 十 1。 这 就 是 说 ，0 王 1 一 100c2 之 200 十 
上， 于 是 204 十 1<<100，0 委 4。 
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当 a 一 4 时 ， 只 有 2 三 10a 十 1 一 41 满 足 条 件 。 
如 果 n 汪 41， 那 么 n? 一 40: 守 427 一 40: 守 100， 

注 第 224 题 是 这 个 问题 的 继续 . 

55。 设 S141、S;、Ss、3 4 及 2p1、2p;、2p3、2p 分 别 为 三 
角形 ABE、BCE .CDE 和 DAE 的 面积 和 周 长 。 需 要 证 明 等 式 ; 


pl 1 Ps_ Pz DPs 
SS 一 SS 


因为 4BCD 是 梯形 ，31 =3s=3。 因 为 4BCD 为 外 切 四 边 形 ， 
4 有 十 CD=BCTH4D。 在 这 个 等 式 两 边 加 上 对 角 线 的 和 ,得 到 
2p: +2ps =2p, -++2p4。 为 了 由 此 得 到 所 要 求 的 等 式 ， 需 要 把 这 
个 等 式 两 式 同 除 以 2S， 并 利用 下 列 等 式 

SS, SS AE BE_AB pb， 


paper Sr ee | 
er er sk "i EE 


Ss SS, EC ED CD pp 


ep pi Tp re 
qu | mp 


第 五 必 


56。 管 案 ， 最 小 值 Smin 等 于 一 [n/2jJ, 即 如 果 "为 偶数 ， 则 等 
于 一 n/2; 如 果 n 为 奇数 ， 则 等 于 一 (1 一 1 ) /2， 
1 ) zi1，z;，…，z, 的 一 切 可 能 的 两 两 乘积 之 和 S 可 记 为 ， 


Sgt 二 二 cn) :一 一 2 一 一 2 ) 


由 此 显然 ” S 之 一 n/2，。 
如 果 n 为 偶数 ,我 们 取 一 半 的 xz。 等 于 1 , 另 一 半 等 于 一 1:， 则 得 
到 S 二 一 n/2, 如 果 n 为 奇数 ,那么 (因为 S$ 是 整数 )3 之 一 (n 一 1)/2; 
如 果 有 zs 中 有 (nn 十 1 ) /2 个 1 和 (1 一 1)/2 个 一 1:， 则 能 达到 极 小 
值 S。 
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2 ) 可 以 归结 为 1 ) :每 一 个 zx 可 以 依次 替换 成 1 或 一 1, 使 
一 切 可 能 的 两 两 乘积 之 和 不 增加 ( 替换 法 则 :如果 其 余数 的 和 非 
人 负 ， 则 zs 改 为 一 1， 如 果 其 余数 的 和 为 负 ， 则 xs 改 为 1 ) 。 因 此 这 
里 有 与 1 ) 中 同样 的 答案 。 
57 。 设 ai 入 a 委 … 委 46 是 卡片 上 所 写 的 数 。 如 果 al 十 ae 盖 
dz: 十 Ge， 那么 第 一 个 人 把 av 放 到 格子 1 中 去 (图 41)， 在 第 二 步 时 
他 把 cz ( 或 a ) 放 到 格子 2 或 格子 3 中 。 如 果 
晴 本 加 0 十 Ge<a: 十 aas， 那么 第 一 个 人 把 2 放 到 格子 
四 面相 2 中 ， 把 c。( 或 cs ) 放 到 格 1 或 格 4 中 。 如 果 
| 4 十 ao=az 十 as， 那么 第 一 个 人 可 以 应 用 上 述 
| 任 一 种 方法 (在 第 二 个 人 进行 合乎 规则 的 游戏 
图 41 时 ， 此 时 结果 是 平局 ) . 8 
58。 设 L.M 和 NN 为 弧 A4B. BC 和 C4 \ 
的 中 点 ，O 为 三 角形 4BC 内 切 圆 的 贺 
心 ， 人 、 帮 分 别 为 线段 LN 与 边 4B、AC 
的 交点 (图 42 ) 。 
我 们 要 证 明 ， 四 边 形 A4DOK 是 萎 形 
( 顺便 解 了 第 237 题 ) 。 为 此 只 要 证 明 对 
角 线 4O 和 DK 是 这 个 四 边 形 的 对 称 轴 ， 图 42 
- 事实 上 ，A4M_LLN， 因为 LB 二 BM 十 AN =180”， 因 此 点 
D 和 太 关 于 直线 4M ( 角 BAC 的 角 平 分 线 ) 对 称 ， 点 4 和 O 关 于 
直线 LN ( 角 ANB 的 角 平 分 线 ) 对 称 。 
由 此 得 出 ，DOY AC。 类 似 地 可 证 明 ，EOY AC， 其 中 
为 线 眉 训 NN 与 BC 边 的 交点。 于 是 点 D、O 和 EE 在 平行 于 AC 的 -一 
条 直线 上 、 
59。 如 果 幸 运 票 的 号 码 是 4， 那 么 号 码 为 4’ =999999 一 A4 的 
票 也 是 幸运 的 ， 而 且 A’ #4。 因 为 4 上 4 王 1001X999 一 13X77 
X 999 能 被 13 整 除 ， 那 么 所 有 幸运 票 号 码 的 和 能 被 13 整 除 。 
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60。 如 果 汽 艇 在 点 4 进入 被 探照灯 照 
射 的 贺 扩 ， 那 么 经 过 时 间 段 5x/2.a/v 后 ， 

它 在 图 43 中 用 斜 线 标 出 的 圆 玉 与 半 径 为 
5xra/16<ao、 中 心 在 4 的 圆 的 公共 部 分 的 
一 个 点 上 。 此 时 它 与 点 4 的 距离 将 不 超过 
5x/2.a/u ww8， 容 易 看 到 ， 在 这 段 时 间 内 
探照灯 的 光 柱 旋转 了 5zV/2 和 角度， 并 搜索 
了 用 和 斜 线 标 出 的 整个 区 域 ， 所 以 汽艇 将 被 图 43 

发 现 。 

注 ”更 巧妙 的 结论 表明 汽艇 可 以 用 来 接近 岛屿 的 最 小 速度 是 
vmina 一 vcO8B， 其 中 Bb 为 方程 2x+PB=tgB 的 根 ，0<B<a/2 
Vnia~S 0. 13U。, 

61。 我 们 选 出 一 个 值班 民兵 。 如果 所 要 求 的 值班 办 法 可 行 的 
话 ， 那 么 其 余 99 个 民兵 就 应 该 分 成 若干 组 ， 每 组 两 人 ， 每 一 组 都 
可 以 与 所 挑 出 的 民兵 一 起 值班 ， 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 99 是 奇 
数 


B 
62。 设 x 为 所 求 线 段 的 长 ，5 为 D E 
三 角形 4BC 的 底 边 4C 的 长 (图 
44)， 三 角形 BDE 的 周 长 等 于 
“2p 一 26 (利用 圆周 的 切线 性 质 可 以 4 2 C 
证 实 这 一 点 ) 。 图 44 


由 人 BDE 与 A48L 相 似 我 们 得 
1Lb(5-b) =i (f(b yy 
r= Fb(p b ) pF (4 (b ») ) 
7X 的 最 大 值 等 于 p/4， 且 在 点 6 二 p/2 达 到 最 大 值 ， 

,63。 不 难 证 明 : 太 ,; 二 0， 有 旦 对 于 一 切 i、 RkR 有 T= — Xiie 现在 
固定 1!， j( R=1, 2 ***y n ) 把 n 个 方程 xiy 十 zj 十 zwj 二 0 相 加 ， 我 
们 得 

179 


nr = SS 
站 中 5, 是 形式 为 zs (&=1，2，…， 7 ) 的 一 切 数 之 和 ,现在 议 
qj; 二 S/N， 那么 Xi;; 二 4i1 一 41， 这 就 是 所 要 求 的 。 

64。 管 膝 : 能 . 

在 正方 形 0 志 x 志 1!，0<<y 志 1 中 的 直线 Jy 一 1/2 上 均 名 地 放生 
co 二 200 个 点 (hk/201，1/2 ) ，R 一 1，2，…，200。 然 后 在 直线 
y==1/4 和 y= 二 3/4 上 各 放 ci 二 100 个 点 (k/101, 三 )，( hk/101， 
3/4)》 ，R 一 1，2，…，100。 重 复 这 些 过 程 ， 当 mm 一 2，3，…， 了 
时 ， 在 每 一 条 直线 g 一 《2 一 1)12”， LI 委 [ 委 2" 上 各 放 co 个 所 


et 2 )， 其 中 cs 二 【20027"] ( 当 m 二 7 时 在 128 条 


相应 直线 上 各 放 一 个 上 后 ) ， 总 共 放 本 
7 
》 ,2"cw= 200 十 2.100 十 4'50 十 8:.25 十 16.12 十 32.6 十 64.3 
= 必 


十 128=1704 个 点 。 这 个 过 程 见 图 45. 
显然 ， 在 所 放 点 之 间 不 能 再 挤 进 面积 为 1/200 的 任何 矩形 。 


如 果 它 与 直线 y= 相交 ， 那 么 它 的 底 边 不 ， 
l 


大 于 1/201，; 如 果 不 相 交 ， 那 么 它 完全 在 这 
条 直线 的 上 面 或 下 面 。 同 时， 如 果 它 与 直 
线 y 二 3/4 或 y 二 1/4 相 交 , 它 的 高 不 超过 1/2， ， 
而 底 不 超过 1/101， 等 等 。 如 果 矩 形 整 个 在 人 
形 如 y=n/256( 1% 二 1，2，…，255 ) 的 直 1 % 
线 之 间 ， 那 么 它 的 高 不 超过 1/256，。 图 45 

65. 设 z 、z:、…、z 为 已 知 数 ,它们 按照 小 数 部 分 
Q; 二 Xi 一 [zi] 递增 的 顺序 来 编号 我 们 把 这 些 数 中 的 前 8 个 朝 小 
的 那 一 边 取 整 ， 把 其 余 的 数 朝 大 的 那 一 边 取 整 ， 6 将 在 后 面 求 
出 。 容 易 看 到 ， 在 计算 这 两 个 和 
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3 
py 


XZ1 十 2 十 … 十 2 或 21 十 Dr 十 十 zz， 
中 的 一 个 时 ， 就 能 得 到 四 舍 五 入 的 最 大 误差 ， 第 一 个 误差 的 绝对 
值 是 : 
Zl1 十 Cz 十 … 十 ck<Ras， 
第 二 个 误差 的 绝对 值 是 : 
( 1 一 Chiryl ) 十 … 十 (1 一 Co ) 和 雪人 (7 一 四 ) (1 一 0hy1 ) 。 
现在 我 们 选取 &， 契 - 它 满 足 不 等 式 
Ra (n+1) /A 及 (nk) (1 一 cr ) 魏 (十 1)74。 
为 此 只 要 取 使 第 一 个 不 等 式 成 立 的 最 大 的 Rk 即 可 。 那么 Qs+1 放 


nn 二 1 2 .~ 四 1 二 1 24 十 1 
有 1， 朋 此 得 到 第 一 个 个 等 51 一 1RTTTJSIC 二 万 


8 十 1 1 十 1 _ (ntl1)? 
因为 T7R 二 1 ) 一 ) RF 0 hen). 


注 ” 当 ”为 奇数 时 ， 此 题 中 所 作 的 误差 估计 是 准 确 的 (例如 
21 一 22 一 … 一 Ze 一 1/2) 。 当 ?是 偶数 时 可 以 适当 地 加 以 改进 ， 即 


n 二 1 1 nn 二! ~ 
用 7 一 #7 代替 rk ( 例如 zi 一 zz 一 Tn 20n 1)° ) 


66。 游客 离开 咖啡 店 后 可 以 选择 具有 下 面条 件 的 任何 一 条 路 
线 : 他 来 到 广场 后 ， 要 选择 他 曾经 走 过 奇 数 次 而 来 到 此 地 的 马 
路 。 不 难看 到 ， 除 去 车 站 的 十 字 路 口外 ， 在 任何 十 字 路 口 都 有 那 
样 的 马路 (事实 上 ， 游 客 来 到 十 字 路 只 的 次 数 要 比 离开 十 字 路 口 
的 次 数 多 1 ) ， 而 且 所 得 到 的 路 线 不 可 能 两 次 重复 通过 一 条 马 

67。 1 ) 解法 1 .每 两 位 委员 可 以 在 不 多 于 一 次 的 会 议 上 相 
遇 . 那么 在 每 一 次 会 议 上 就 有 Cie 一 45 对 相遇 , 因为 开 了 40 次 会 ， 
则 委员 中 至 少 有 1800=45.40 对 相遇 。 但 是 由 60 个 人 《或 者 少 于 
60 个 ) 至 多 能 组 成 Cu 一 60.59/2 一 1770 对 ， 1770<<1800。 

”解法 2。 设 委员 数 和 NN 不 多 于 60。 那 么 ， 因 为 10:40/N >6， 
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则 存在 至 少 出 席 7 次 会 议 的 人 ， 而 与 这 样 的 人 见 过 面 的 人 不 是 辐 
一 个 入 。 而 且 他 们 的 总 人 数 等 于 7"9>>59， 契 司 ， 

2 ) 解法 同 1 ) . 

注 有趣 的 是 这 里 所 作 的 估计 是 准确 和 的 ， 可 以 组 成 满足 要 求 
的 30 个 委员 会 ， 每 个 委员 会 有 5 个 成 员 。 

68。 管 案 ，2 )《p 一 1 ) (gq 一 1 ) /2, 如 果 p 利 gq 是 互 质 的 
目 然 数 , 那么 每 一 个 整数 z 能 表示 为 形式 z= 二 px 二 qy ( 索 2 ) . 任 
何 一 个 这 样 的 表示 都 能 由 某 一 个 固定 的 z= pa 十 968 按 照 一 般 公式 
z 二 p (a 一 gt ) 十 q 《6b 十 pt) 得 到 ， 其 中 t 是 整数 ， 同 时 存在 使 
0<7&q 一 1 的 唯一 的 表示 。 

我 们 可 以 把 每 一 个 整数 z 与 整数 对 (x, y) 相 对 应 ， 这 里 . 
0<r<&g 一 1，2 二 px 十 gy。 同 时 不 同 的 数 与 不 同 的 数 对 相对 应 ， 
而 且 仅 当 y 之 0 时 ，z 是 好 的 。( 如 果 z= 二 pz 十 qy 是 好 数 ， 那么 当 
7 二 gt 十 r 之 0 时 有 2 二 pr 二 +q (3 十 1 ) ，0 志 rq 一 1。 ) 

”现在 顺便 指出 ， 如 果 数 z= pr--qy 是 好 数 (0<r<g 一 1 )， 
那么 数 z 二 (9 一 1 一 + ) p 十 (一 1 一 y ) 9 是 坏 数 ， 反 过 来 ， 如 果 
2 是 坏 数 ， 则 2 是 好 数 。 而 且 点 (zx, y) 和 (gq 一 1 一 x,， 一 1 一 y) 


关于 点 (zx， yo) 二 (一 ， 一 广 ) 对 称 ， 而 数 z 和 z/ 关 于 点 z， 


二 pzo+qyo 二 (pq 一 p 一 9)/2 对 称 ， 因 为 z++2'=pg 一 pg 
一 220 一 C。 

所 以 1 ) 得 证 ， 好 数 z 对 应 于 坏 数 c 一 z= 二 z'， 反 过 来 也 对 . 

. 因为 最 小 的 好 数 等 于 0， 那 么 最 大 的 坏 数 将 是 c。 共 有 
(《c+1) /2=(p 一 1) (gq 一 1 ) /2 个 坏 数 . 

注 ”在 解 这 个 题 时 利用 几何 作 图 很 有 用 : 数 对 (xz，y ) 是 平 
面 上 的 修 点 ，px 十 9y 二 z 是 过 格 点 的 直线 . 

69。 答案 :过 /200 小 时 。 应 当 指 出 ， 此 题 条 件 中 所 假想 的 
火 往 轨道 是 半径 小 一 半 的 圆周 ( 图 46 ) ， 弧 4 玉 的 度 数 是 ACE 
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( 纺 切 角 ) 的 度数 的 两 倍 ， 即 是 弧 QP 的 度数 的 两 倍 ， 而 弧 9 记 的 
半径 是 弧 AR 的 半径 的 两 倍 ， 因 此 弧 QP 和 AR 的 长 度 相 等 (对 于 
不 的 每 一 个 位 置 ) 。 火 箭 与 飞机 相遇 时 ， 飞 机 走 了 1/4 贺 周 ， 而 
火箭 走 了 半 个 圆周 . 

注 ”显然 ， 应 该 证 明 满足 条 件 的 火箭 轨道 的 唯一 性 ( 对 奥 林 
匹克 参赛 者 未 要 求 这 一 点 ， 当 时 中 学 生还 未 学 过 导数 ) ， 它 能 由 
关于 函数 的 唯一 性 定理 得 出 。 如 果 在 时 刻 1， 火 箭 离开 点 4 的 距离 
AR=AQ.f(t) ( 这 里 1(0)=0) ， 那 么 它 在 垂直 于 半径 的 方向 上 
的 速度 是 vf(t)， 沿 半径 方向 的 速 度 是 uyI 二 了 2( 克 =f' (1)， 所 


以 -7 六 v, 即 (arcsinf(+) ) “三 5， 由 此 太刀 一 Sinzt 。 


70。 设 4 和 B 是 多 面体 的 两 个 顶点 ， 它 们 之 间 的 距离 等 于 d， 
过 点 4 和 B 分 别 作 垂直 于 直线 4B 的 平面 。 显 然 ， 整 个 多 面体 在 这 
两 个 平面 之 间 。 过 多 面体 的 每 一 个 顶点 作 垂 直 于 AB 的 平面 。 我 
们 考察 所 作 平 面 之 中 的 两 个 相 邻 平面 。 显 然 ， 在 它们 之 间 至 少 有 
不 在 同一 枝 上 的 3 条 线段 ， 每 条 线段 对 直线 48 的 射影 不 小 于 这 
条 线段 的 长 度 ， 同 时 这 些 线 段 中 很 可 能 有 不 和 全 本 
因此 所 有 楼 长 之 和 大 于 348B=3d. 

这 个 解法 有 下 面 的 简明 解释 : 多 面体 
的 框架 对 一 条 线段 的 射影 至 少 3 次 履 盖 了 AAA 
这 条 线段 。 

71。 取 行星 的 半径 为 1 。 在 行星 上 任 
取 两 个 点 (极点 ), 使 它们 的 连 线 通 过 球 心 ， 
且 过 这 两 点 作 一 条 “基本 的 ”子午 线 ， 表 图 46 
把 它 分 成 长 为 s 的 等 弧 ， 并 过 分 点 作 纬 线 ( 图 47 ) 。 

假设 字 航 员 的 搜索 计划 如 下 : 飞船 在 所 作 纬 线 上 空 且 与 球 心 
相距 尺 > 1 时 开始 绕 行 星 飞 行 ， 同 时 从 北极 地 带 开 始 每 当 飞 到 基 
本 子午 线 时 ， 就 沿 着 它 改 飞 到 下 一 条 纬 线 。 现 在 设 R 二 2。 那 
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么 从 飞船 上 可 以 看 到 半 径 为 r/4 的 球 
冠 〈 一 切 距离 都 是 沿 球面 测量 的 ) 。 

因为 s 可 以 选择 得 任意 小 ， 只 和 需 
要 验证 ， 在 速度 比 大 于 10 且 飞船 沿 着 
一 条 纬 线 飞 行 时 ， 行 星 上 的 居民 来 不 
及 从 南 往 北越 过 飞船 的 “发 现 圈 ”, 这 
几乎 是 显然 的 。 “发 现 图” 的 圆心 沿 
着 纬 线 移动 ， 它 的 移动 速度 至 少 是 居民 速度 的 10/w 了 倍 。 如 果 
居民 在 点 4 穿越 纬 线 ， 而 飞船 在 点 8， 那么 纬 线 的 弧 4B 之 一 的 弧 
度 不 大 于 x， 当 飞船 飞 过 它 时 ， 居 民 的 所 在 位 置 与 点 4 的 距离 不 
超过 xw3/10< 之 x/4。 所 以 当 人 在 4 点 时 飞船 的 字 航 员 应 该 能 (已 
经 或 将 要 ) 看 见 他 ， 
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” ”72。 取 两 个 彼此 相距 最 近 的 行星 .显然 在 这 两 个 行星 上 的 天 
文学 家 能 互相 观察 . 

还 有 "一 2 个 行星 和 1 一 2 个 天 文学 家 。 即 使 他 们 之 中 的 一 个 人 
观察 上 面 已 选 好 的 一 个 行星 ， 那 么 再 要 观察 n 一 2 个 行星 之 中 的 一 
个 行星 天 文学 家 就 不 够 用 了 。 如 果 任 何人 不 再 观察 这 两 个 已 选 好 
的 行星 ， 那 么 青 次 应 用 同样 的 方法 : 从 n 一 2 个 行星 中 选取 两 个 最 
近 的 ， 往 下 依 此 类 推 。 因为 是 奇 数 ， 最 后 剩 下 一 个 谁 也 不 观察 
的 行星 . 

73。 1 ) 如 果 点 PP 在 直线 4D 上 ， 结 论 显然 成 立 。 

设 点 已 不 在 4 已 上 旦 OO 是 线段 4 万 的 中 点 。 且 设 已 * 是 点 已 关于 
O 的 对称 点 。 那 么 四 边 形 如 PCP“ 和 忆 APD 是 平行 四 边 形 ， 且 
AP+PD=AP’ +AP>P’B+PB=BP+PC., 
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2 ) 已 知 P 为 任意 点 。 取 P=4,， 那么 得 到 4D 宇 4B 填 AC，。 
现在 设 己 = 刀 ， 那 么 4D>BDT+DC。 抬 这 些 不 等 式 相 加 得 到 
94D>>AB+AC++BD-+CD. 

另 一 方面 ， 总 有 AD 寺 A4C 十 CD,，ADAB 二 BD, 同时 仪 
当 三 点 在 一 条 直线 上 时 每 一 个 不 等 式 中 的 等 号 成 立 . 把 它们 加 
起 来 得 到 24D 二 BD 二 48 十 AC 二 CD. 因此 24D=8D+AB 十 
AC+CD。 由 此 立刻 得 出 ， 点 4、B、C、D 在 一 条 直线 上 ,而 
且 前 面 所 写 不 等 式 都 变 成 了 等 式 。 因 此 得 到 点 8、C 在 线段 4D 上 
且 A4B=CD. 

74。 管 案 : 不 存在 那样 的 x-、y，。 

事实 上 , 设 x 之 y， 那 么 7 之 x? 十 y 志 7 十 zx 之 (xXx 十! )”， 基 
z* 十 y 不 是 整数 的 平方 。 

75。 1 ) 只 要 证 明 按 身高 排列 的 第 k 个 8 年 级 学 生 高 于 按 吴 
高 排列 的 第 AR 个 7 年 级 学 生 即 可 . 设 A 是 按 身高 排列 的 第 个 7 年 
级 学 生 ， 则 至 少 存在 k 个 7 年 级 学 生 ( 包括 4 ) 不 比 4 矮 。 站 在 他 
们 后 面 的 & 个 8 年 级 学 生 都 比 4 高 ， 因 此 按 身高 排列 的 第 k 个 8 年 
级 学 生 比 4 高 。 

2 ) 可 归结 为 1 ) ， 只 要 对 于 任何 两 列 纵 列 进行 同样 的 推理 
即 可 。 

76。 设 在 mXr 个 格子 的 格 纸 上 给 定 挎 形 4BCD( 图 48 ) ， 
用 bl、di1、b:、d:、42: 分 别 表 示 从 顶点 Bi1 .D1、8B;、D;.,4A;: 到 
C 的 在 方 格 线 上 的 最 短路 径 的 数量 . 此 题 主 要 证 明 d1 /bi = 二 n/m。 
我 们 用 关于 m 十 n 的 数学 归纳 法 来 证 明 ， 
同时 所 得 结 果 也 适用 于 n/m 二 Rk 不 一 定 是 
整数 的 情形 。 

当 m 二 1 或 者 nt 二 1 时 显然 . 我 们 将 认为 
m 记 1，7 记 1。 由 归纳 假设 ,对 于 (m 一 1 》 
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xt 以 及 mX( 1 一 1 ) 的 矩形 有 
Qs + qd: __ 2 一 1 
b, m 一 二 dads mm 


di ds: 十 as d/ostl (n—1)/m+i_ nn 


mp 


办 此 bb! btas bs/as tl mi)/ni+l mm. 
注 在 解 这 个 题 时 实质 上 是 证 明了 等 式 
Cm nl =—NnCnini1 = (mtn) Cn 一 2 


《在 此 题 中 n= 二 km) 。 在 知道 了 关于 Cs 的 公式 后 不 难 验 证 它 。 但 


是 反 过 来 可 以 用 这 些 算式 来 推出 组 合 数 的 一 般 公式 ， 

77。 用 数学 归纳 法 来 证 明 。 当 "= 1 时 结论 显然 成 立 。 

假设 对 于 ?个 数 c: 、as 、…、as,t1， 它 们 的 和 5S 有形 式 土 a; 
土 as 士 … 士 Ga,， 且 0< "<c，。 

那么 或 者 0 志 S' < ， 由 此 得 到 0 委 > 王 al —D/ al; 或 者 
< SKas S21, 由 此 得 到 > 一 > 一 和: 委 02 一 Q1 仿 Ql、。 这 就 是 
所 要 证 的 。 

?8。 我 们 对 面积 为 >、 周 长 为 P 的 任意 同 n 边 形 来 解 这 个 题 .。 

假定 这 个 多 边 形 的 边 长 分 别 为 a; 、a; 、…、a。, (ai 十 az 十 … 
十 a, 二 PP ) 。 我 们 考察 以 P 为 底 边 面积 为 3 的 矩形， 显然 它 的 高 
等 于 S/P， 

现在 用 竖 下 线段 把 这 个 矩形 分 成 底 边 分 别 为 ql 、az 、*…、a 
的 mn 个 和 矩形， 并 且 把 所 得 的 每 一 个 矩形 从 里 面 贴 到 多 边 形 的 对 应 
的 边 上 上 。 某 些 定形 将 互相 有 重 难 的 部 分 ， 而 其 些 和 矩形 可 能 要 露出 
已 知 的 多 边 形 。 因 为 它们 的 总 面积 等 于 $$， 多 边 形 的 面 积 也 等 于 
S， 因此 这 些 矩 形 不 能 完全 覆盖 这 个 多 边 形 。 任 何 一 个 未 被 覆盖 
上 的 点 都 可 以 作为 所 求 圆 的 辑 心 ， 这 个 圆 的 半径 等 于 S/P. 

注 对 于 四 边 形 来 说 可 以 用 其 它 方 法 来 解 ， 但 是 在 奥林匹克 
亮 赛 中 若干 个 参赛 者 想 出 了 对 任何 多 边 形 都 适用 的 方法 ，。 


126 


79。 把 构成 道路 的 线段 的 数目 称 为 道路 的 长 度 . 设 n 是 从 4 到 
B 的 最 短 道路 的 长 度 。 我 们 用 关于 n 的 数学 归纳 法 来 证 明 。 

当 ?# 一 1 时 ， 除 去 最 短路 4B 之 外 ， 存 在 从 4 通 向 十 字 路口 
CA 的 路 ( C 到 万 的 距离 等 于 1 ) ， 且 这 条 路 不 经 过 B. 

假设 n>>1!，D 是 位 于 从 4 到 B 的 最 短路 之 上 的 、 离 4 最 近 的 十 
字 路 口 。 由 归纳 假设 从 D 到 B 存 在 两 条 不 相交 的 路 p 和 4。 我 们 将 
从 4 出 发 走 过 不 通过 DD 的 路 !， 如 果 这 条 路 不 与 p、9 相 交 ， 那 么 一 
切 都 得 证 ， 如 果 它 ， 比 如 说 ， 最 初 与 P 相 交 ， 那 么 往 前 应 该 沿 着 
P 径 直 朝 B 走 去 ， 所 得 的 路 不 与 9 相交 ， 

80。 设 如 和 尸 厅 分 别 是 从 点 4、 忆 所作 的 四 面体 的 高 
hs、h。 分 别 为 三 角形 4BC 的 三 条 高 ，PL 是 三 0 

我 们 有 有 敢 Spsc 二 是 PS4ac， 而 因为 丰 守明 P， 则 Spac 专 
Sisc， 册 此 得 到 PL 志 h,， 因 而 LPL<h。 于 是 从 电 到 直线 
BC 的 距离 小 于 所。 所 以 ,点 五 在 出 两 条 平行 线 构成 的 带 形 内 部 ， 
这 两 条 平行 直线 与 直线 BC 的 距离 等 于 及。 

类 似 可 证 明 点 日 与 4C 和 AB 的 距离 分 别 小 于 及 利 h。。 于 是 点 
万 属于 三 条 带 形 的 交集 ， 中 在 三 角形 41B1C1 的 内 部 ， 点 4、 
B、C 是 这 个 三 角形 3 条 边 的 中 点 . 反之 ， 如 果 点 五 是 A4i DC 
内 的 任意 一 点 ， 在 点 吾 附 近 选 取 使 直线 尸 五 垂直 于 平面 4BL 的 反 
已 ， 那 么 从 点 已 到 三 角形 4BC 之 边 的 距离 小 于 相应 边 上 的 高 ， 上 且 
PH 是 四 面体 PA4ABC 的 最 小 的 高 

81， 我 们 以 每 一 个 已 知 点 为 圆心 作 一 个 半 径 等 于 1/2 的 圆 ， 
这 些 圆 的 直径 之 各 等 于 100。 

如 果 基 两 个 圆 相 交 ， 那 么 就 用 包含 这 两 个 圆 的 、 且 直 径 最 小 
的 圆 来 代 赫 这 两 个 圆 ， 同 时 直径 的 和 并 未 增 大 ， 而 圆 的 个 数 减 少 
了 。 重复 这 种 做 法 就 能 得 到 包含 所 有 已 知 点 的 一 系列 两 两 不 相交 
的 国 ， 它 们 的 直径 之 和 不 大 于 100。 我们 注意 到 ， 从 每 一 个 点 到 
包含 它 的 那个 圆 的 边界 的 距离 不 小 于 1/2， 
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设 r 为 回 之 间 的 最 小 距离 。 如 果 r+ 1 ， 那 么 此 题 束 得 证 卫 。 
如 果 r 委 1 ， 我 们 就 把 每 一 个 圆 代 之 以 一 个 同心 圆 ， 它 的 半径 比 
原 半 径 小 1/ 2 一 "/3。 这 样 所 得 到 的 一 系列 略 宛 全 符合 要 求 。 

82。 答案 ， 2d/( ctg(a/2) 十 ctg(B/2) ) 于 米 / 秒 . 

设 飞 机 在 1 秘 钟 内 从 忆 点 移动 到 8 点 ，PQ= 二 r。 如 果 4B=d 
是 常数 ， 使 我 们 感 兴 趣 的 是 + 的 可 能 最 小 值 ， 我 们 可 以 代 之 以 求 
d/r 的 最 大 值 ， 同 时 认为 r 是 常数 ， 

现在 可 以 把 问题 变 为 以 下 形式 : 在 对 已 知 线段 PQ 的 视 角 分 
别 为 4、b 的 一 切 空间 点 4、B8 中 ， 求 使 4B 有 最 大 值 的 点 ， 

因为 人 <PAQ=a, 那 么 点 4 位 于 由 能 放下 角 
ax 的 弓形 绕 者 它 的 弦 PQ 旋 转 所 得 到 的 球面 上 ， 
点 8 也 在 类 似 的 球面 上 ( 图 19 中 表示 了 这 些 球 
面 的 轴 截 面 ) 。 容 易 证 明 ; 点 4 和 点 B 之 间 的 
最 大 距离 能 够 达到 ， 如 果 这 些 点 的 连 线 正好 通 
过 PQ 的 中 点 (图 中 的 点 4 和 B。)。 对 于 点 4、 
B 的 那样 位 置 有 2d/r==ctg(a/2) 二 ctg(B/2)， 
由 此 得 到 答案 

83。 答案 ，30。 我 们 来 描述 第 二 个 人 能 保证 他 得 到 最 大 和 的 
策略 。 把 所 有 数 分 成 若干 数 对 ; (1，2)、(3，4 ) 、…、 
( 19，20 ) 。 每 当 第 一 个 人 在 除去 19 和 20 以 外 的 任何 一 个 数 之 前 
放 上 某 一 个 符号 后 ， 第 二 个 人 应 该 在 那个 数 对 中 的 另 一 个 数 之 前 
放 上 相反 的 符号 。 当 第 一 个 人 在 最 后 一 对 的 某 一 数 之 前 放 在 一 个 
符号 后 ， 第 一 个 人 在 这 对 数 中 男 一 个 之 前 放 上 相同 的 符号 ， 显 
然 ， 最 后 和 的 绝对 值 不 小 于 

ii9 十 20 一 1 一 1 一 … 一 1 一 30。 
“~ 一 


9 
现在 要 证 明 ， 如 果 第 一 个 人 每 一 次 在 剩 下 数 中 的 最 大 数 之 前 
放 上 与 此 时 已 有 之 和 的 符号 相反 的 符号 (如果 和 等 于 0 ， 则 放 上 
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正 号 ) ， 那 么 他 可 以 不 多 许 第 二 个 人 得 到 大 于 30 的 和 . 

我 们 来 考察 某 一 次 加 符号 的 情形 。 设 使 和 改变 符 守 网 那 一 次 
为 第 次 ( 其 中 包括 使 和 等 于 0 的 那 次 ) ,在 前 k 一 1 次 中 显然 利 
用 了 数 20，19，18，…，20 一 《& 一 1 ) ， 所 以 绝对 个 最 大 的 和 可 
能 在 第 k 次 之 后 得 到 ， 此 时 20 一 (一 1 ) 十 20 一 二 41 一 2kR。 在 以 
后 的 10 一 & 次 中 每 加 一 次 符号 ， 和 数 至 少 减 1 ， 这 是 因 为 第 一 个 
人 每 次 都 是 从 各 的 绝对 值 中 沽 去 测 下 数 中 最 大 的 m， 而 第 二 个 人 
不 可 能 把 大 于 mx 一 1 的 数 加 到 和 上 上。 于 契 最 后 的 和 数 将 不 大 于 
41—2k— (10—Rk)=31—RS30。 


84。 1 ) 如 果 直 角 三 角形 的 角 刀 所 对 的 直角 边 等 于 (小 于 ) 
斜 边 的 一 半 ， 那 么 角 妃 等 于 (或 小 于 ) 30°， 

把 这 些 结果 用 于 三 角形 BMK 和 BML (图 50 一 1， 
MK BC ) ,我 们 得 到 人 MBC=30', 因为 BM=AH=2MK， 
LZMBA4<30°, 因 为 BM==AH>EC=2ML, 所 以 LB=AMBC 
+ 人 LMBA<60°. 


图 50 一 ! 图 50 一 2 


顺便 指出 ， 本 题 中 “锐角 三 角形 ”的 条 件 是 必要 的 ， 没 有 这 
个 条 件 此 题 的 结论 不 成 立 . 
2 ) 由 1 ) 得 到 人 3860， 因此 只 要 证 明 A4C 边 不 小 于 其 它 
鞍 边 即 可 ， 那么 人 A 人 LB&60"， 人 LC 人 B60" (三 角形 中 大 
边 对 大 角 ) ， 而 由 这 些 不 等 式 立 即 得 到 A= AB= /C=60°、 
为 了 证 明 我 们 指出 ，BM 是 最 短 的 中 线 ， 因 为 BC 边 的 中 线 
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不 小 于 高 4 吾 二 BM， 而 4B 边 的 中 线 不 小 于 角 平 分 线 CD (要 知 
道 角 平分 线 把 48B 边 分 成 4C:B8C 的 两 段 ， 见 图 50 一 2 ) 。 然 而 在 
任何 三 角形 中 较 短 的 边 对 应 较 长 的 中 线 ， 因 此 AC 边 不 小 于 其 余 
的 边 。 

85。 1 ) 如 果 两 个 数 o、b 之 和 由 一 些 数 字 9 组 成 ,那么 在 
把 这 些 数 相 加 时 不 可 能 往 下 一 位 进 1 。 因 此 SS (ca+b) = 一 3 (a) 
+S(5)， 其 中 S (zx) 表示 数 z 的 数字 和 ， 同 时 如 果 S(a) 
二 S (6b)， 那 么 S$ (a+p) 是 偶数 且 不 可 能 等 于 9.1967 。 

2 ) 如 果 数 a 的 末 位 数字 不 等 于 0 ， 则 它 与 数 b 的 末 位 数学 之 
和 等 于 10， 而 其 余 9 个 数位 上 的 数字 积 都 等 于 9, 由 些 得 出 
29(a) 一 9。9 十 10 王 91， 这 是 不 可 能 的 。 

86。1 ) 我 们 这 么 作 直 线 {， 使 由 这 条 直线 所 分 成 的 每 一 个 
半 平 面 中 各 有 两 个 已 知 态 。 显 
然 (《 图 51 )， 位 于 每 一 个 半 王 
面 中 的 两 座 探 照 灯 能 够 照 亮 妃 
一 个 半 平 面 。 

2 ) 我 们 作 一 个 平面 使 已 
知 点 中 的 4 个 点 在 它们 一 侧 ， 
而 其 余 的 4 个 点 在 为 一 侧 ， 利 
用 1 ) 不 难 证 明 ， 位 于 一 个 半 图 51 
空间 中 的 4 个 点 之 上 的 探照灯 可 以 照 亮 尺 一 个 半空 间 。 

”对 这 个 问题 可 以 做 如 下 的 推广 [70j: 任意 7 个 已 知 角 &1 .az、 
‘1 十 Gz 十 … 十 0 二 360"， 可 以 把 它们 分 放 到 sn 个 已 知 把 
上 去 ， 使 它们 能 改 莉 整个 平面 . 

87、1 ) 答案 不能， 我 们 指出 ，0、1、2、8 、9 中 的 
任意 两 个 数字 不 可 能 相 邻 ， 就 是 说 ， 它 们 应 该 每 陋 一 个 地 放 在 加 
周 上 ， 可 是 数字 了 7 不 可 能 在 其 余 5 个 位 置 的 任何 一 个 上 ， 因 为 上 
面 所 写 数 字 中 与 它 相 邻 的 只 能 是 2 。 
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2 ) 答案 ; 不 能 、 推理 类 似 于 1 ). 数 1、2、3、11，、 
12、13 中 的 任何 两 个 不 可 能 相 邻 ;这些 数 中 只 有 1 能 写 4 相 邻 ， 
13 能 与 10 相 邻 ， 那 么 10 和 4 应 该 相 邻 ， 然 而 这 与 条 件 矛盾 。 

注 ”我 们 愿意 指出 ， 对 于 14 个 数 (或 对 于 任意 的 2 之 14) 那 
样 的 摆 法 是 可 能 的 ，: 

一 12 一 9 一 13 一 10 一 14 一 11 一 7 一 4 一 1 一 5 一 2 一 6 一 3 一 3 一 

88。 数 5 ”的 末 位 数字 是 5 。 设 在 这 个 数 的 十 进 制 记 数 法 
中 ， 从 末 位 数 起 第 R 位 上 是 0 ， 面 其 后 的 所 有 数字 都 异 于 0 ， 把 
5 “10 ”与 5113" 相 加 后 得 到 能 被 519"9" 整 除 的 数 ， 这 个 
数 的 后 k 个 数字 都 不 等 于 0 ， 重 复 这 个 过 程 ， 可 以 得 到 后 1000 个 
数字 都 不 等 于 0 的 数 . 现在 ， 除 后 1000 个 数字 外 ， 去 掉 这 个 数 中 
其 余 所 有 的 数字 ， 这 样 所 得 到 的 数 显然 也 能 被 5 1:1"'' 整 除 。 

89。 管 案 : (0, 一 1 ),， (一 ]， 一 1),， (0，0)， 
(—1,0), (5,*2), (6, 2 ). 

把 方程 两 边 同 乘 以 4 而 且 两 边 都 加 1 后 得 到 (2z+1) := 
(2y° +y) +3y+4y+1i= (2 +y+1)— (y:—2y). 

如 果 y 是 异 于 一 1、0、1 和 2 的 整数 ， 那 么 3y? 十 4y 十 1 
0，y: 一 2y0， 同 时 

(2y° +y) <<(2z 十 1) 2< (2y ty+1 ) 2， 
这 些 不 等 式 意 味 着 ( 2z 十 1) :在 两 个 相 邻 的 平方 数 之 闻 ， 而 当 x 
是 整数 时 这 是 不 可 能 的 。 在 等 式 中 取 y 二 一 1，y 二 0，y==1,y=? 
就 求 得 所 要 的 答案 . 

90。 管 案 ，: 2952。 

我 们 要 证 明 满足 要 求 的 数列 的 长 度 (项 数 ) 不 超 过 d,= 
{3 (n+1) 2]， 这 个 数列 的 最 大 项 是 第 2 项 且 等 于 n， 同时 数 
列 n 一 1，n，1 ，…，1 ，1 的 长 度 恰 好 等 于 do. 

用 数学 归纳 法 来 证 明 。 

当 PS4 时 ， 结 论 容易 用 枚 举 法 来 验 证 (dj 二 2，d, 二 3， 
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Q 3 一 6， ,==7 ) 本 


我 们 从 a，n，n 一 a，a，… (a<n) 开始 估计 数列 的 最 大 长 
度 ， 并 认为 对 于 较 小 的 ?结论 已 证 。 当 !1 委 c<n. 2 时 ， 数 列 的 长 


“ 度 不 超过 d。-。 十 1, 因为 拿 走 首 项 ce 之 后 ,可 以 代 之 以 mn 一 20,m 一 0， 


3 当 nA2Sa<n 一 1 时 ， 它 的 长 度 不 超过 ds 二 2, 因为 只 要 
拿 走 前 两 项 即 可 。 于 是 剩 下 只 要 验证 ， 对 于 那样 的 o， 不 等 式 


do 和 d 与 do 十 2 委 d, 相 应 成 立 。 当 a= I 即 对 于 数列 


n—1, n, 1, nC—1l, n—2, 1, n—3, .….，, 1， 只 要 拿 走 前 三 项 
且 把 随后 的 两 项 掉 换 位 置 即 可 ， 重要 下 证 守信 ds 3 一 d,, 
当 n 二 1967 时 ， 从 一 般 的 结果 得 到 答案 : 


di I 1968/ 2] 一 2952 


.如 果 “ 王 ” 沿 着 棋盘 的 对 角 线 从 左下 角 往 右上 角 走 ， 那 
4 在 某 -- 步 此 必定 受到 白 车 的 进攻 . 
对 于 证 明 只 要 指出 下 面 这 一 点 即 可 在 “ 王 ” 走 了 一 步 之 


后 ， 所 有 的 白 车 应 该 在 第 3 条 水 平 线 之 上 、 第 3 条 牌 直线 之 有 


( 接着 下 一 步 王 就 能 受到 白 车 的 进攻 ) ， 
同样 在 “ 王 ” 到 达 右 上 角 的 那 一 步 之 前 ， 所 有 白 车 应 该 在 第 


998 条 水 平 线 以 下 和 第 998 条 垂直 线 以 左 . 


“ 王 ” 在 走 最 后 一 步 之 前 应 该 共 走 997 步 ， 同时 在 “ 王 ” 运 

动 时 每 一 个 车 应 该 走 两 步 〈( 更 换 它 最 初 所 在 的 水 平 线 和 垂直 
线 ) ， 但 是 有 499 个 车 ， 为 此 车 应 当 要 走 2.499 一 998>997 步 。 

92。 和 人 答案 ， 三 1. 

设 六 、L、WNN 分 别 是 萎 形 在 正方 形 的 边 48、BC、AD 上 的 项 
点 (图 52 一 1 ) ， 注 意 到 KB 的 长 度 等 于 从 点 村 到 直线 4D 的 距 
离 。 因 此 如 果 固 定点 天 ,那么 点 财 的 可 能 位 置 填 满 了 平行 4 刀 边 的 
某 条 线段 MAM .点 凡 的 较 低 的 位 置 M :对 应 于 Ai 二 4 的 情形 ， 
而 点 计 的 较 高 位 置 衣 ;对 应 于 上 ; = 二 C 的 情形 ， 

为 了 确定 与 点 玫 的 位 置 有 关 的 点 Mi 和 :的 位 置 ， 我 们 作 一 
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坐标 系 ， 如 图 52 一 2 所 示 。 


MM 
D C 
L 
N 
A KB 
园 52 一 1! 图 52 一 2 图 52 一 3 


简单 的 计算 表明 ， 如 果 点 久 的 横 坐 标 等 于 z>0， 那么 以 1 一 
(一 rzr，w2z ) ，M :一 (一 zwI 一 2z 十 1 ) 。 再 利用 点 以 的 集合 
关于 Oy 轴 的 对 称 性 ， 我 们 得 到 所 求 集合 是 用 斜 线 标 出 的 图 形 ， 
见 图 51 一 3。 在 图 中 用 数字 1 、2 表示 的 图 形 的 面 积 相等 ， 央 此 
计算 面积 时 不 需要 进行 积分 。 

93。 首 先 我 们 注意 到 ， 数 k 和 10 互 质 。 确 实 ， 存 在 能 被 整除 
且 首 位 数字 为 1 的 数 ， 把 这 个 数 的 数字 按 相反 次 序 写成 的 数 也 能 
被 R 整 除 且 末 位 数字 为 1 。 

现在 我 们 取 从 数字 500 开 始 的 且 能 被 整除 的 数 5002bc…zz 
(a、b、c、….z 是 这 个 数 的 数字 ) ， 那 么 能 被 R 整 除 的 数 还 有 : 

1 ) >.…cpa005 

2 ) 和 2z:…cba00500…0 


500CDPC.…2> 
2…cCpa01000Gpc…z 


3 ) 上 述 和 的 反 序 数 z…pa00010GD…z 
4 ) 差 ”zz…pa01000apc…z 


95090000…0 


由 此 得 出 99 能 被 & 整 除 。 
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第 一 届 


94。 设 q1 、4z、……、4s 分 别 为 8 边 形 的 每 条 边 的 长 上 许 ( 图 
53 ) 。 从 多 边 形 的 每 个 角 都 相等 立刻 得 出 它 的 任意 两 条 对 边 互相 
平行 。 延 长 两 组 对 边 ai 和 as 、as 和 a:， 我 们 得 到 一 矩形 ( 类 掉 这 . 
个 矩形 的 4 个 角 就 是 已 知 的 8 边 形 ) . 
由 矩形 的 对 边 相等 有 


do 01 = ( ds a: —as—as ) . 


久 为 0 是 理 数 ， 而 w 272 是 无 理 数 ， 
那么 cs 一 ai， 同样 也 可 证 明 其 余 的 每 
组 对 边 也 相等 。 ”图 53 

95。 答 案 ; 171 之 311!。 这 可 由 下 面 的 不 等 式 得 到 : 

17' 16' "=2%" 2 =3211>311, 

96。 答 案 ; 800 或 者 799， 

我 们 把 褚 线 的 一 个 方向 称 为 水 平方 向 ， 为 一 个 方向 称 为 牌 直 
方向 。 不 通过 结 点 、 不 与 格 线 相 切 的 且 和 直径 等 于 200 的 圆周 与 200 
条 水 平 线 和 200 条 垂直 线 相 交 。 同 时 与 每 一 条 直线 都 是 相交 两 次 ， 
于 是 交点 共有 800 个 ， 这 800 个 点 把 圆周 分 成 800 个 部 分 ， 每 一 个 
部 分 都 在 一 个 方 格 的 内 部 ， 因 此 最 多 有 
800 个 格子 与 贺 周 相交， 

但 是 可 能 发 生 某 两 个 部 分 属于 同一 
格子 的 情形 ， 即 圆周 两 次 与 某 一 个 格子 
相交 ( 图 54 ) 。 我 们 要 证 明 那 样 的 “ 奇 
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格 ” 不 多 于 1 个 ， : 

我 们 来 考察 与 格子 的 某 一 条 边 48 两 次 相交 的 、 直 径 为 200 时 
圆周 的 圆心 可 能 在 什么 地方。 从 圆周 的 圆心 O 到 点 4、2 的 距离 都 
大 于 100, 而 到 直线 48 的 距离 则 小 于 100. 因此 点 C 在 半径 为 100、 
圆心 分 别 是 4、8B 的 两 个 圆周 的 外 部 ， 且 在 分 别 过 4、48 两 点 的 两 
条 垂直 线 之 间 , 还 在 以 48 为 水 平 轴 的 .宽度 等 于 200 的 带 形 内 部 。 
一 切 那 样 的 点 0 填 满 了 两 个 曲 边 三 角形 的 内 部 (在 图 54 中 用 斜 线 
标 出 了 其 中 的 一 个 ) 。 

显然 对 于 不 同 的 线段 4B， 那 样 的 集合 没有 公 共 点 ， 因 此 奇 
格 不 多 于 1 个 。 

97。 我 们 首先 证 明 可 以 挑选 出 一 组 大 学 生 ， 在 这 组 中 正好 两 
个 人 懂 一 种 语言 。 

”我们 用 每 一 个 大 学 生 所 掌握 的 语言 名 称 的 第 一 个 字母 来 表示 
这 个 大 学 生 。 于 是 大 学 生 a 懂 英语 ， 但 不 懂 其 它 语言 ， 大 学 生 w 中 
懂 西 班 牙 语 和 法 语 ， 但 不 懂 英 语 ， 大 学 生 ax 中 懂 三 种 语言 。 

设 Na、 Nu、 No、Nau、Nag、Nug$、Naug 为 每 种 类 
型 的 大 学 生 数 量 . z 

如 果 Nau 天 0，Na 中 0， 且 Nu 大 0， 那 么 我 们 就 挑选 
(au，a$，u 中 ) 这 一 组 。 

如 果 一 个 数 ， 比 如 Naw=0，Na$ 不 等 于 0， 且 Nub$ 也 不 等 于 
0， 那 么 Na 天 0，Nu 关 0， 因 而 所 求 的 组 为 (a$,，u$，a，w)，、 

如 果 Nau= 二 Nag 二 0, Nu 于 0, 日 Naug 0， 那么 就 选 (aw4 ， 
uw$，o) 这 一 组 如 果 Naup$ 二 0，Nu$ 之 2， 则 选 组 (ww$，ug， 
a，a ) ， 如 果 NNu$= 二 1， 那 么 就 选 (uw$，a，a，u，,，$) 这 一 组 。 

如 果 Nau= 二 和 Na$ = 二 Nwu$ = 二 0, 则 可 能 从 下 面 3 个 组 中 选 -一 个: 
(aug$, au$ ), (a, 4u, $, a, 4, $), (aug, a, u, $ ). 

在 每 一 种 语言 正好 有 两 个 人 掌握 的 组 中 挑选 5 次 ， 这 样 就 得 
了 每 种 语言 有 10 个 人 掌握 的 第 1 组 .然后 再 挑选 第 2 组 ， 等 等 。 
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注 在 一 般 情形 下 ,如果 在 某 个 组 中 有 ”个 人 懂 三 种 语言 中 的 ， 
一 种 ， 对 么 对 于 任意 偶数 p<<n 可 以 挑选 出 一 组 学 生 , 在 这 组 中 每 
种 语言 有 p 个 人 懂 。( p 的 奇偶 性 在 这 里 是 重要 的 。》 

98。 在 解 题 时 只 要 利用 下 列 恒等式 即 可 ， 
2k 1 ] 站 


PE p= Ai 


和 一 
(2z 一 11 十 R) (z 十 R) zx—ll-+k z+th 
399。 答 案 ， n= 二 9。 
设 q, 为 边 长 ， 而 D, 和 qd, 分 别 是 正 n 边 形 的 最 长 的 对 角 线 和 最 
短 的 对 角 线 之 长 。 当 2=4 及 "一 5 时 所 有 对 角 线 的 长 度 都 相等 。 当 
13 一 6，1 一 7 时 ， 也 。 一 dg,<c,。 当 ?一 8 时 (图 55 一 1 ) ， 从 最 短 的 
对 角 线 BD 的 间 点 对 最 长 的 对 角 线 4E 作 垂 线 BK 和 DL， z 


| C 5c 
万 
B D 0 
| E 
4 E 


图 55 一 ] 图 55 一 2 
容易 看 到 ， 人 ABK=22.5"<30"。 因 此 AB=as>>24AK = 
妃 , 一 ds， 当 n= 二 9 时 (图 55- 一 2 ) ， 类 似 可 得 人 <A4BK=30"， 因 此 
AB=a,=2AK=D,—d,. 
下 面 我们 将 认为 8 边 形 内 接 于 半径 为 1 的 圆周 ， 当 >>9 时 ， 
显然 也 ,之 万 ，、 d <<d ，， Gao 因此 万 ,一 dd.> 万 ,一 ge 一 ao0>>ao。 
100。 我 们 要 证 明 双 边 估 计 ，14 过 ai6o 达 18。 当 8 之 I! 时， 有 


404 =ak-i 十 2 十 》 同时 a, 记 1， 


0x 一 ] 
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E 本 | 
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3 fF 


因此 a +2< oi< a +3, 


| 到 qi 一 1 


把 这 点 不 等 式 对 于 一 切 & 相 如 ，! 委 ES2， 我 们 得 到 ( 注 总 


2 一 1<a2 <30 一 2， 
由 此 /而 二 T<a<w35 二 272。 当 "* 一 100 时 就 得 到 所 求 的 不 等 式 


14< ooo 二 18. 
洲 “ 有 趣 的 是 证 明 数列 av/w 克 收敛 了 一 极限 ， 并 求 出 这 个 
极限 。 


101。， 茂 们 这 样 来 平移 A 人 48 CC ， 使 点 CO 变 成 点 DO， 所 得 
到 的 三 角形 的 顶点 仍 用 A 、B'、C’' 表 示 ， 
因为 408= 人 408B, ,并 由 条 件 04 :08’=08B,:04,， 
那么 八 A10B,wAB'O04’， A041B1=L0B'A4' 和 人 LOB,4， 
一 04 
因为 外边 形 O4CD 有 直径 为 OC 的 外 授 加 周 ,那么 
LDLCO= 人 0Od4DB，~4C0=A0B4 所 以 人 AjiOCw 
A 俯 C1'04 ，ABOCwA 人 C1’OB,。 由 此 得 出 线段 0C’' 在 直线 
OCTEEOCOC=O04:0’ A =0B..0’B,’. 
三 角形 B’OC’ 和 三 角形 C'OA' 可 进行 类 似 的 研究 . 
102。 我们 用 对 ”的 数学 归纳 法 来 进行 证 明 。 当 #*= 1 时 ， 结 论 
显然 成 这。 假设 2=& 时 结论 成 立 。 
“ 设 o< (7n 十 1)!1 ， 我 们 用 ?十 ! 带 余数 除 a 得 到 a=ad (n+1) 
十 r， 其 中 dn ，r< 之 nn 十 1. 
由 归纳 假设 4 二 di 十 d; 十 … 十 d1， 这 里 一 切 d; 是 mn1 的 不 同 
的 因数 ，、 且 In。 那么 a=dj (1 十 1 ) 十 … 十 d1 (nn 十 1 ) 十 rr， 在 
这 个 和 中 的 加 数 不 多 于 w 十 1 个 ， 且 每 一 个 加 数 都 是 (2 十 1)1 的 
因数 而 且 它 们 都 不 相同 ， 
103。 我 们 用 把 点 D 变 为 点 8 的 平行 移动 的 方法 把 三 角形 
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ADE 变 成 三 角形 KBL, 这 里 KLY AC， 此 外 ,KB=LB( 图 56)， 

如 果 人 KAL=a, 那么 和 KLA=a; /BKL=2a; 人 /BAC 
二 人 BCA=2a; 此 外 ,由 两 边 及 其 炎 角 相等 , 八 ACL 必 人 BKL;} 
LALC= AKLB=2a; a=x/5, 目 LC=AK=B8D， 妇 线段 BD 
的 长 度 等 于 半径 为 R= 二 AC 的 圆 内 接 正 十 边 形 的 边 长 ， 


C 
C 


4 万 B 4 KK 2 
图 56 

104。 从 点 4 作 平面 BCD 的 垂 线 4 及 ， 而 从 点 及 分 别 作 直线 
BC、BD、CD 的 垂 线 HK、HL 和 日 M.。 每 一 个 棱锥 ABKL，、 
ACKM、ADML 都 由 对 应 的 球 有 所 用 主 ， : 

105。 1 ) 容易 看 到 ， 与 正方 形 的 边 或 者 对 角 线 平行 的 每 一 
条 直线 都 与 图 57 中 用 斜 线 标 出 的 8 个 格子 中 的 偶数 个 相交 ， 因 此 
这 些 格子 中 负 号 个 数 的 奇偶 性 在 所 指出 的 运算 中 不 变化 ( 索 13)。 

2 ) 在 8X8 的 棋盘 上 可 以 画 出 4X4 的 正方 形 ， 在 这 个 正方 形 
中 负 号 将 如 同 在 1 ) 中 那样 放 着 ， 于 是 这 就 归结 为 1 )。 

106。 三 角形 由 它 的 3 条 中 线 分 成 6 个 三 角形 ， 它 们 的 面积 
彼此 相等 。 C 


SR 


1 了 9 


由 于 内 切 圆 的 半径 相等 及 公式 9 = pr 得 出 ， 这 6 个 三 角形 中 
有 4 个 周 长 相 等 的 三 角形 . 因为 其 中 的 两 个 三 角形 与 三 角形 4BC 
的 一 条 边 ， 比 如 说 AB 边 相 接 邻 ( 图 58 ) ,那么 4MM==MB， 因 此 
几 MK 人 是 八 A4MB 的 中 线 和 高 ， 且 4C=B3C. 
如 采 三 角形 4LM 和 AKM 的 两 个 内 切 圆 的 半径 相等 , 那么 这 
两 个 三 角形 全 等 ( 即 有 相等 的 面积 .相同 的 底 边 和 周 长 的 三 角形 )， 
同时 AL 二 AK， 即 A4C= 二 4B， 因 而 三 角形 4BC 是 等 边 三 角形 ， 
如 果 三 角形 CLM 和 KMB 的 周 长 相 等 ， 那 么 利 用 从 圆 外 一 
个 点 回 圆 所 作 的 两 条 切线 长 相等 ,我 们 得 到 CZL+ZLM-CM= 
2*CL+2x 二 2BK 十 2 (xz 为 从 点 M 到 对 应 圆周 的 切 点 的 距离 ) 。 
由 此 得 出 4C=.4B. 
107。 设 方程 x?* 十 x 十 1= py 只 对 有 限 个 质数 pl 、p,、…、 bn 
有 整数 解 (Xx，y ) 。 
设 p 二 pl， ps *… pn 个 下 pp 十! 不 能 被 p1、 pi、**、 
加 中 任何 一 个 数 整除 ， 所 以 它 有 与 pb; 、ps 、…. pm 中 任何 数 不 相 
同 的 质 因 数 g， 因 此 方程 x* 十 x 十 1 二 qy 有 整数 解 ( p，( p? Tp+ 
1 ) /gq ) 。 了 矛盾 。 
108。 答 案 : C1 的 可 能 最 大 值 等 于 24. 
如果 一 个 花样 滑冰 运动 员 得 了 9 个 第 一 名 , 则 C1 =9, 如 果 两 
个 运动 员 得 了 9 个 第 一 名 , 那么 其 中 之 一 至 少 得 了 5 个 第 一 名 ,而 
他 所 得 的 其 余 4 个 名 次 都 不 高 于 第 四 名 .因此 Ci<5.1 十 4.4 一 21. 
如 果 三 个 运动 员 得 了 9 个 第 一 名 ， 那 么 因为 他 们 每 个 人 所 得 
的 其 余 名 次 都 不 高 于 第 四 名 ， 因 而 这 三 个 运动 员 所 得 的 名 次 之 和 
不 超过 1"9 十 3"9 十 4*9 一 72， 所 以 Ci 委 24。 如 果 四 个 运动 员 得 了 
9 个 第 一 名 ， 那 么 他 们 的 名 次 总 和 不 超过 90。 因 而 他 们 之 中 每 一 
个 人 所 得 的 名 次 之 和 不 超过 22. 而 五 个 或 更 多 的 运动 员 得 到 9 个 
第 一 名 的 情形 是 不 可 能 的 ( 因为 他 们 每 个 人 不 能 都 得 到 第 一 一 名 至 
第 四 名 ) 。 
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于 是 Ci 夺 24。 下面 举 一 个 C1 二 24 的 例子 ， 

如 果 裁 判 们 这 么 打分 ， 使 三 个 最 好 的 运动 员 每 人 得 的 名 次 为 
1，1，1，3，3，3，4，4，4， 而 在 他 们 之 后 的 三 个 运 
动员 每 人 得 的 名 次 为 2，2，2，5，5，5，6，6，6， 其 
余人 的 名 次 是 任意 的 ， 这 里 Ci = 24。 

109。 对 于 任意 m (1 万 m 志 nn ) ， 在 m 个 “ 数 对 ” (a,，6b，) 


中 ( 1<k<m ) ， 至 少 甩 个 数 对 使 不 等 式 04 之 b; 或 者 bs 之 as 成 
立 ， 
例如 ， 假 设 在 至 少 忆 个 “ 数 对 ”中 有 不 等 式 b。 之 as。 如 果 bb 


为 这 些 b ;中 的 最 大 数 ， 则 b 志 2/m。 因 此 ai 十 bi 志 25, 志 4/m， 而 因 
为 迁 m， 所 以 qs。 十 bn 所 4i; 十 b; 寺 4/m， 

110。 此 题 可 以 用 对 学 生 人 数 n 用 数学 归纳 法 来 证 明 。 然 而 我 
们 这 里 给 出 男 一 种 解法 ， 它 是 由 下 面 这 个 几乎 是 显然 的 事实 得 到 
的 ; 设 《x1，Xz2，"…，X% ) 为 由 十 1 与 一 1 所 组 成 的 一 切 可 能 的 数 
组 ， 那 么 2 个 乘积 zizz …zx 之 和 等 于 0( 要 证 明 这 个 事 实 ， 只 须 
把 个 等 式 1 十 ( 一 1 ) 一 0 连 乘 并 在 左边 用 一 切 方 法 进行 逐 项 相 乘 
即 可 ) 。 我 们 将 认为 学 生 有 1 至 ?的 号 码 ， 对 于 号 码 为 i 过 i 过 … 
< 人 (这 里 &<2 ) 的 每 一 张 清 单 ， 我 们 用 Gu 表示 指出 了 这 
张 清单 的 那些 夸 码 的 重量 之 和 ， 同 时 在 一 个 天 平 盘 子 〈 起 初 较 重 
的 那个 盘子 ) 上 的 夸 码 有 正 号 ， 在 发 一 个 盘子 里 有 负 号 ， 那 么 我 
们 所 需要 的 结论 在 于 ， 对 于 形 如 

fx1s Tz2, zs) 一 Gil 十 … 十 Goza 十 G122172 十 0132173 十 … 
FQ-isn 01 十 G123Z12273 十 … 士 Gin-lyan Tn-2Tn-1Tn tds 
2 ZI1Z2 pp 且 其 系数 之 和 为 正 的 多 项 式 ， 总 存在 由 十 1 和 一 1: 
构成 的 一 组 数 zi，zz，…， za 使 (zi，zz，…，xze) 的 值 为 
负 ( 如 果 对 于 重新 摆 放 了 自己 夸 码 的 、 号 码 为 的 学 生 ,Zi 一 一 1， 
对 于 其 余 学 生 ， 2 一 1， 那么 f (Yi1， X29 “9 2 ) 表示 天 平 两 个 
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盘子 中 的 重量 之 差 ) 。 剩 下 的 是 要 指出 站 (zi，zz，…zw ) 关于 
所 有 数组 的 值 的 和 ( 甚至 它 的 每 一 个 单项 式 的 值 的 和 ) 等 于 0。 因 
为 1( 1，1，…，1 ) > 人 国 那么 应 该 找到 一 组 数 使 /的 值 为 负 ， 

111。 管 案 ; 至 少 需 要 Cm 一 1)(n 一 1) 个 警察 . 

如 果 警 察 按照 所 要 求 的 方式 进行 分 配 ， 那 么 整个 马路 网 被 分 
成 8 个 不 包含 闭合 线路 (环线 ) 的 小 块 ， 否 则 存在 一 条 环线 ， 当 
公共 汽车 通过 这 条 环线 时 而 不 被 任何 一 个 警察 所 发 现 ， 

如 果 马 路 网 的 一 个 小 块 包含 有 p 个 十 字 路 口 ， 那 么 在 其 中 正 
好 有 p 一 1 条 马路 段 ( 见 第 8 题 ) 。 因 为 共有 m、? 个 十 字 路 曲 ， 
那么 没有 警察 的 马路 段 的 数目 等 于 mn 一 &. 马路 段 的 总 数 为 
2 一 后 一 4。 那 么 站 有 警察 的 马路 段 的 数 月 
等 于 

mn 一 mn 十 kR 之 (m1 ) (n—1). 
分 配 (m 一 1 )《 nm 一 1 ) 个 警察 的 例子 如 图 
59 所 示 。 

112。 设 L、K 是 中 心 为 O 的 内 切 圆 直 径 的 两 端点 ，D 为 线段 
AC 的 中 点 ，B 为 4C 与 直线 BL 的 交点 。 只 要 证 明 ED==DKK《 那 
么 DOU 在 人 EBK 的 中 位 线 上 ) ， 即 证 4E=KC 即 可 

我 们 指出 ， 在 作 中 心 为 B， 把 三 角形 4BC 的 内 切 圆 变 为 与 
AC 及 BA4、BC 边 的 延长 线 相 切 的 旁 切 圆 的 同位 相 似 时 ， 点 上 痰 
为 点 ， 即 马 是 旁 切 圆 与 4C 的 切 点 。 因 为 从 图 外 一 点 向 圆周 所 
作 的 两 条 切线 的 长 相等 ， 所 以 AK 十 4E 与 CK 十 CE 都 等 于 直线 
BA 和 BC 落 在 两 个 切 点 之 间 的 线段 长 ,因此 AK 十 4E=CK 寺 CE 
AE=KC., 

113。 我 们 把 a 二 0， ja: |] 二 上 a 十 1 | ，…， | ol | = 
| a 十 1 | 中 的 每 一 个 等 式 都 平方 ， 再 相 加 ， 化 简 后 得 

Qn+i1=2 (ai+as 二 … 十 a, ) +1 守 0 
由 此 得 G1! 十 az 十 … 十 Gu 之 一 Pr/2。 
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用 其 它 的 解法 (数学 归纳 法 ) 也 能 得 到 结果 我们 只 指出 ， 


去 掉 平 均值 为 一 三 的 相 邻 两 项 4, 之 0，a,1 一 一 0, 一 1 能 得 到 满足 
了 要求 的 数列 。 

注 在 此 题 中 , 对 "个 数 之 和 的 估计 (〈 一 mn/2 ) 是 精确 的 , 以 数 
一 1 或 0 ( 当 % 为 奇数 时 ) 为 最 后 一 个 数 的 任何 数组 可 作 为 一 个 例 
子 。 

114。 设 和 人 4BC=P， 人 ABD=Bl; -DBC=A .把 正路 
定理 用 到 三 角形 40B 及 三 角形 BOC 上 ， 得 

AO_AO BC AB AB sinp: 


OC AB OC BC BC snp 
因为 4B8 和 BC 是 有 理 数 ， 那 么 只 须 省 明 两 个 正 引 什 之 比 也 是 
有 理 数 即 可 。 
.由 余弦 定理 以 及 边 长 和 对 角 线 长 都 是 有 理 数 得 出 ， 数 ce0sp、 


cosP1 和 cosB 为 有 理 数 (例如 cosB 一 < 土 闻 < ) ,而 且 


sinB1sinBs( 因 为 cosB=cosB1cosBs 一 sinBisinp, ) ，sin*p: 一 
1 一 cos*P。， 以 及 它们 的 比 sinB1sinps 是 有 理 数 . 


第 二 忆 


115。 我 们 在 直线 BC 上 选取 点 C1, 使 48C1E 为 平行 四 边 形 。 
那么 三 角形 45、 BEC1 及 BEC 的 周 长 相 等 。 由 此 得 出 ， 点 和 
C1 重合 因此 BC=AE。 类 似 可 证 明 8C=ED. / 

116。 设 v 为 狼 的 最 大 速度 。 我 们 过 狼 所 在 的 那 一 点 作 两 条 平 
行 于 正方 形 对 角 线 的 直线 ， 它 们 与 正方 形 的 边界 交 于 点 C1、C2、 
Cs Cue 


因为 每 个 点 C1、Cs、Cs 和 C4 的 移动 速度 不 大 于 V2v< 训 v0 
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因而 任何 时 刻 狗 都 能 在 这 四 个 点 上 ， 所 以 不 可 能 放 走 狼 。 

117。 设 abcd 为 最 后 的 四 个 数字 。 在 数列 中 一 定 有 连续 的 5 
个 数字 abcd0( 否则 可 以 添加 0 并 保持 性 质 1 ), 但 这 又 与 性 质 2 ) 
耶 盾 ) 以 及 abcd1。 所 以 四 数组 abcd 在 数列 中 出 现 三 次 。 而 因为 
0 或 1 都 在 abcd 之 前 至 多 出 现 1 次 ， 因此 这 三 个 abcd 中 有 一 个 ， 
在 它 之 前 没有 任何 数字 . 

注 ”对 于 任意 n( 特别， 可取"*=5 ) ， 可 以 把 2" 个 0 和 1 放 在 
图 上 ， 使 任何 由 0 和 1 组 成 的 长 度 为 ?的 “单词 2 正好 出 现 一 次 
( 党 逆 时 针 方 向 绕 行 时 ) 。 在 由 任意 8 之 2 个 字母 组 成 的 字母 中 ， 
类 似 的 事实 也 成 立 ( 那 时 长 度 为 的 “ 词 ” 有 #8" 个 ) 。 

118。 把 第 一 个 不 等 式 和 第 二 个 不 等 式 连 乘 ,我 们 得 (a 十 b )“ 
<ab 十 cd ,但 是 (ac 十 ) :之 4ab, 所 以 ab 十 cd 之 4ab, 即 cd 之 ab， 

把 第 二 个 不 等 式 和 第 三 个 不 等 式 连 乘 ， 我 们 得 op (ap 十 ca ) 
> (attb):cd 之 4abcd， 由 此 有 ab 二 cd 汪 >4cd， 即 ab 守 3cd. 

于 是 同时 有 cb>>3cd 及 cd>>3ag， 这 是 不 可 能 的 。 

119。 答 案 : a 二 5。 

设 f (xz) 一 az 十 pz 十 c 一 ca(z 一 zi) (z--z,), 其 中 0<<xi < 之 1 
及 0<zx; 达 1，a、b、c 是 整数 ，a>>0、 

那么 (0 ) 和 f( 1 ) 为 正 整 数 ， 因 此 f(0).f(1) 之 1!， 即 
Gr1 (1—7r ) 2Z2 (1—7x, ) 之 1， 

我 们 现在 指出 , 总 有 zk(1 一 z) 委 174, 同时 仅 当 x 二 1/2 时 等 号 成 
立 。 因 为 数 x) 和 x; 不 辣 ， 而 zi (1 一 21 ) 与 za (1 一 2Z2 ) 的 值 大 于 0， 

那么 zi1 (1 一 zx1 ) zx: (1 一 Z ) <i/16. 

所 以 ca:>>16， 即 ac 全 4。 

当 a 二 5 时 ， 我 们 得 到 二 次 方程 5z? 一 5z 十 1 二 0， 它 有 两 个 属 
于 区 间 《0，1 ) 的 不 同 的 根 ， 

120。 可 用 数学 归纳 法 来 证 明 ， 


当 # 一 1 时 ，] 一 1 命题 成 立 。 在 由 n 一 1 变 到 z 时 我 们 应 该 去 
144 . 


逢 形式 为 二 的 一 切 分 数 ， 其 中 p 和 g 互 质 ， 且 p<q，p 二 q=n， 
开县 泊 加 形式 为 ~ 的 折 有 分 数 ， 其 中 p 过 n，p 和 g 互 质 。 


1 1 
因为 了 一 Ci 二 57 一 襄 十 工 pi ,所 以 从 和 中 去 掉 记 ， 


可 以 用 增加 两 个 分 数 总 、 ri 5 来 补偿 ,这 两 个 新 分 数 满足 要 求 。 


了 是 在 从 n_ 1 到 ng， 和 没有 改变 。 

121。 从 已 知 的 一 组 点 中 选择 彼此 间距 离 最 大 的 两 个 点 ， 不 
仿 假 设 这 两 个 点 为 4，8B 

我 们 要 证 明 ， 每 一 个 角 半 AY ( 以 及 角 XBY ) 都 小 于 120”， 
其 中 六 、Y 是 任意 两 个 已 知 点 。 因 为 在 三 角形 4XB 和 AYB 中 48 
边 最 长 ,因此 人 AXB>>120" ,AYB>120* 。 故 而 XAB<60"， 
人 YAB<60"。 又 因为 三 面 角 的 一 个 平面 角 小 于 其 余 两 个 平面 角 
之 和 ， 所 以 XAY</AXAB+/YAB<I120°. 

于 是 编号 应 该 从 点 4 开始 而 结束 于 点 有 。 我 们 指出 ， 从 已 类 
点 到 点 4 的 距离 不 相等 。 事 实 上 ， 如 果 4 有 =47， 那 么 三 角形 
AAY 是 等 采 三 角形 且 人 XAY120" ， 这 是 不 可 能 的 。 我 们 把 
已 知 点 这 样 编 号 ， 设 4: 一 4，4: 是 已 知 点 中 离 4 最近 的 点 , 4: 是 
其 余 点 中 离 4 最 近 的 点 ，…, 水 是 还 未 编号 的 离 4 最 近 的 点 ，…， 
/A, 二。 我 们 要 证 明 ， 这 柱 的 编号 满足 此 题 的 要 求 。 

因为 当 1 之 i 之 hn 时 ， 人 A1A;As>>120"， 那 么 只 要 证 明 当 
1< <J<p<1 时 ， 一 4 4 如 >>120" 即 可 

因为 在 41、4;、…、44 中 ， 点 41 和 4 的 距离 最 远 ， 于 么 就 
像 我 们 在 开始 解 题 时 证 明 的 那样 ， 和 4;AA;<<120". 

我 们 证 明 , .444<120” .事实 上 , 因为 人 A414;4,>>120"， 
A/.4 .44>120"， 那 么 若 和 A44Ai;A; 之 120' 就 会 得 到 顶点 在 4; 的 
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三 角形 的 平面 角 之 和 大 于 360 ”。 

于 是 当 !1 委 iJ<A<o 时 ，~ .4 .44 妈 >120"。 颖 论 得 证 。 

注 “实质 上 在 这 个 问题 中 证 了 明了 关系 “4 4i4 >>120"” 与 
适用 于 直线 上 点 的 关系 “4 在 4 和 人 水 之 间 ” 具 有 同样 的 性 质 ， 即 
这 个 关系 允许 在 已 知 集合 中 引进 “ 序 ”。 这 里 不 能 用 较 小 的 值 代 
将 120°.。 

122。 签 案 ; 108，135，180，117。 

设 T1、X，2、Xs3、X4 为 所 求 的 数 ，3 为 它们 的 和 ,a 为 它们 共同 
的 第 一 个 数字 , 显然 有 100c<zi 生 100 ( a 十 1) ，, (i=1, 2,3,4). 
利用 这 些 不 等 式 ,我 们 得 到 zi 十 3006<S< zi 十 300 ( a 十 1)， 
由 此 有 z 

1 3000< DO 14300 (a+1) 
wi Xi Xi 


、 S 
所 以 1+3 了 < < 和 + 这 

当 a 二 1 时 我 们 得 到 2.5< 之 S$/zx; 之 7， 而 当 a 之 2 时 ， 3<wy/zi< 
5.5。 剩 下 只 要 作 枚 举 法 即 可 。 
”因为 四 个 商 S/zxi 中 的 三 个 是 整数 且 不 相同 ， 那 么 a 之 2 的 情形 
不 可 能 《在 3 和 5.5 之 间 只 有 两 个 整数 ) 。 因 此 ca=1! 且 整 的 商 数 应 
该 在 数 3,4,5 及 6 中 寻找 。 但 是 3 和 6 不 可 能 同时 是 商 数 ,因为 从 100 
到 199 的 任何 两 个 三 位 数 之 比 小 于 2. 只 剩 两 种 可 能 ,1 ) 三 个 商 
数 是 3, 4，5 。2 ) 三 个 商 数 是 6，5，4. 在 这 两 种 情 形 中 5 
被 60 整 除 : 2 = 二 60k。 在 第 一 情形 所 求 数 为 12k, 15h，20k，13k。 

所 有 数 的 第 一 个 数字 仅 当 k= 二 9 时 才 都 相同 ,这 就 给 出 了 答案 
在 第 二 种 情形 ， 不 管 对 于 什么 样 的 8&8，10&8，12k，15k，23k 这 组 
数 不 满 足 此 题 要 求 ， 因 为 23k 与 106 之 比 大 于 2， 

123。 答 案 ，10 个 城市 。 

从 任何 一 个 城市 4 最 多 可 以 到 达 三 个 城市 ， 而 从 这 三 个 中 的 
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每 一 个 城市 最 多 可 以 到 达 两 个 城市 (不 包括 4 ) ， 于 是 最 多 共有 、 
1 十 3 十 3 x 2 = 二 10 个 城市 。 
在 图 60 中 的 例子 表明 ， 在 一 个 有 十 个 
城市 的 国家 里 所 需要 的 航空 网 是 存在 的 ，。 
注 图 60 中 的 图 形 常 被 用 来 作为 例 . 
子 ， 它 称 为 “彼得 森 ” 图 ， 图 60 
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124。1 ) 如 果 于 为 每 条 边 长 都 等 于 ca 的 凸 五 边 形 48C 了 DRE 的 
最 长 对 角 线 4D 的 中 点 ,那么 人 AKE= 人 EKD=90". 因为 
4CS4D; 那 么 ZB4C>D4P 人 BAK>>LAKAE,. 由 此 得 出 ， 
点 4 和 8B 在 直线 EK 的 一 侧 。 这 也 证 明了 了， 点 C 和 DD 也 在 直线 EK 
的 一 侧 。 出 此 立即 得 到 ， 人 人 BK A<90'" 及 LCKD<90*， : 

假设 BKC 之 90"， 那么 BK<a，CK<a. 因为 4K<a， 
KD<a， 故 有 .人 AKB>60"， 人 ACKD360" (在 三 角形 中 大 边 对 
大 角 ) .但 是 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 <AKB+ 人 BKC+ 人 CKD= 
180" 。 因 此 人 BKC<90°。 

这 样 我 们 就 证 得 了 点 上 满足 此 题 的 要 求 ， 

2 ) 如 果 在 线段 EK 的 延长 线 上 取 非 常 靠 近 KK 的 点 由 ， 那 
么 AMB、LBMC、ACMD、L 人 DME 和 人 EM A 都 是 锐角 ,i 
因此 点 必 不 可 能 属于 以 五 边 形 的 边 为 直径 所 作 的 任何 半 赂 。 

125。 如 果 第 一 个 游戏 者 把 一 1 放 在 zx 之前， 而且 他 在 第 二 次 
填 数 时 , 把 与 第 二 个 人 所 填 数 的 符号 相反 的 数 填 到 最 后 一 个 空 上 ， 
那么 就 得 到 了 形 如 zs 一 ar: 一 z+a= (zz- 1) (Xx--a) 的 多 项 
” 式 。 这 个 多 项 式 的 根 为 一 1，1 ，a。 它们 都 是 整数 。 

126。 答 案 ，90 场 比赛 。 
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假设 在 任何 三 个 队 中 有 两 个 已 经 彼此 比赛 过 的 队 。 我 们 挑选 
进行 了 最 少 场 《& 场 ) 比赛 的 4 队 ， 已 经 与 4 队 比 赛 过 的 # 个 队 中 
的 每 个 队 至 少 进 行 了 k 场 比赛 。 没 有 与 4 队 比 赛 过 的 (19 一 k) 个 
队 中 的 每 一 个 队 与 为 外 的 (18 一 & ) 个 队 比 赛 过 ， 否 则 存在 三 个 
队 ， 其 中 任何 两 个 队 和 披 比 都 没有 比赛 过 。 于是， 所 有 比赛 场次 的 
两 倍 不 小 于 
k++hk+ (19—k) (18—hk)=2k*—36k+18X19 
一 2 ( k—9 ) :十 180 之 180， 
进行 过 90 场 比赛 并 且 满 足 题目 要 求 的 一 个 例子 是 : 球 队 分 成 
两 组 ， 每 组 10 个 队 ， 在 其 中 的 每 一 组 中 所 有 队 都 彼此 比赛 过 ， 但 
任何 一 个 队 也 没有 与 男 一 组 的 一 个 队 比 赛 过 ， 
” ”” 注 如 果 用 点 来 表示 球 队 ， 而 没有 彼此 比赛 过 的 球 队 用 线段 
连接 起 来 ,那么 得 到 一 张 图 ,在 满足 此 题 要 求 时 这 是 一 张 没有 三 角 
形 的 图 。 可 以 证 明 在 有 n 个 顶点 的 这 样 的 图 中 ， 最 多 有 [n:/4] 条 
楼 ， 
在 解 题 过 程 中 所 作 的 推理 ， 类 似 于 在 解 第 156 题 和 第 246、3) 
中 “十 字 架 引 理 ”的 证 明 . 
127?7。 要 证 的 不 等 式 等 价 于 : 
(2 十 1 ) Cos 一 nc08 工 之 1 
或 者 
1 《 cos- 一 一 c0S 二 ) 之 1 一 cos-， 


nt1 7 十 1 
即 


in— TT sin TA2n+1) 
antCrtl) 小 2n CAT > 3 FAT 


的 因为 


Si (2n+1 x(2n+1)、, Sif — 


. J 
2n (nt1) SIn > SIn 


并 
二 一 n 十 1 2 (nn 二 +1) 
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以 及 
Nx 由 x 
nSin "nti 1 Cnt1) 2 CnFly) 
( 这 里 我 们 利用 了 不 等 式 n | sina | 之 | sinna | ， 可 用 归纳 法 证 
明 这 个 不 等 式 ) . 


128。 设 a; 一 的 放 0 把 以 a; ,做 分 子 的 分 数 分 母 中 最 大 的 


数 记 作 ai,， 把 以 ci ,做 分 子 的 分 数 分 母 中 最 大 的 数 记 作 a,， 一 般 
地 ， 把 以 a:，，, 做 分 子 的 分 数 分 母 中 最 大 的 数 记 作 a,, .显然 ， 最 
终 能 得 到 
Qi.s da. is 
如 果 数 码 1 ，2 ，…，2 分 放 在 贺 上 ， RR A 
和 i ) 将 相 邻 或 者 隔 一 个 ， 就 是 说 r 之 n/2， 
所 给 的 和 大 于 


Oi. 
24a 一 十 30 


(aa ) 


1 
2 ai, 
-Ls. 
2 
因为 算术 平均 值 不 小 于 几何 平均 值 ( 索 8 ) ， 则 有 
3>" |. da ,1 


Tr Gi, Qi, Oi, 
即 $S 不 小 于 。 因 此 所 给 的 和 大 于 n/4， 
注 ”可 以 证 明 ， 更 强 的 不 等 式 


01 G2 十 .… 十 0 > 关 
da | dita. ai 二 as” 2 ( ) 


也 成 立 ( 美国 数学 家 沙 皮 诺 在 1954 年 提出 了 这 样 的 假设 )。 事实 
上 ， 这 是 对 于 奇数 n 志 11 和 偶数 n 志 12 逐 步 证 得 的 , 但 已 知道 对 于 
偶数 ?之 14 和 奇数 "之 27 结 论 不 成 立 ( 最 后 的 反例 是 对 较 大 的 ?六 
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出 来 的 ) 。 车 在 (.% ) 中 用 记 * 可 代替 林 ， 对 每 一 个 mm 这 个 精确 


的 估计 还 没有 人 作出 来 。 但 奥林匹克 的 优胜 者 之 一 的 B. 上 . 德 
林 弗 菜 继续 研究 了 这 个 问题 ， 人 
他 找到 了 对 一 切 n 都 适合 的 最 好 估计 7， 一 ,这 个 数 ?一 1imy， 一 一- 
所 的 纵 坐 标 ， 在 这 个 点 上 函数 y= 二 e 和 y= 二 ETF 的 图 象 时 公 
切线 与 Oy 轴 相 交 ，y 守 0.989. 

129。 先 假设 题 已 解 出 。 因 为 直线 CY 与 直线 AX 和 垂直， 那么 
CY [BX。 设 KK 是 线段 4B 与 线段 XY 的 交 点， 显然 人 玉民 大 
ACKY, 因此 CK=KB. 

所以, 为 了 作 图 只 要 过 线段 CB 的 中 点 作 直 线 4B 的 垂 线 即 可 
( 它 与 圆周 相交 于 XXX、Y ) 。 


130。 设 z、y、 > 为 所 求 的 数 . 如 果 z 十 y 十 吉之 二 十 二 十 


zy， 那 么 作 变 换 后 我 们 得 到 (z 一 1 ) ( y 一 1 ) (1)>0, 由 


此 看 出 ， 左 边 三 个 因 式 中 正好 有 一 个 因 式 是 正 的 。 

131。 管 案 : 不 多 于 2 条 。 有 两 条 边 等 于 最 长 对 角 线 的 多 边 
形 的 例子 见 图 61.、 
8 假设 那样 的 边 多 于 两 条 ， 从 中 选 
择 两 条 AB 和 CD， 它 们 没有 公共 点 
-了 c 《这 是 能 做 到 的 ， 因 为 有 对 角 线 的 多 
过 形 不 是 三 角形 ) 。 那 么 至 少 有 -- 条 
如 。 对 角 线 AC 或 者 BD 比 边 4B 长 ,因为 如 
图 61 果 这 些 对 角 线 相交 于 某 点 KK ， 则 


Xx ) B。 | 。 德 林 弗 莱 ，O6 onHow HHKAMqecKkox HepaBe 一 
ITCTBeA May .3aMeTkH 一 1971， 一 T.9, 0 2。 
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AC+BD= AK+KC+BK+KD>AB+CD=2AB 

132。 假 设 不 然 。 我 们 把 西 个 数 中 的 一 个 写 在 另 -一 个 正面 
(数位 对 齐 ) 并 把 它们 相应 的 数位 上 的 数字 加 起 来 ,因为 和 的 末 位 
数字 为 奇数 ， 那 么 把 首位 数字 相 加 后 也 得 到 奇数 和 。 因 此 在 相 加 
时 ，1 不 能 由 前 一 数位 进 到 这 一 数位 。 这 就 是 说 ， 在 第 二 个 数位 
上 的 数字 和 小 于 10， 因 此 在 倒数 第 二 个 数位 上 数字 和 也 小 于 10。 
我 们 指出 ， 从 第 二 个 数位 到 第 三 个 数位 也 不 能 进 1 一 一 仅 当 第 二 
个 数位 上 的 数字 和 等 于 9 而 第 一 个 数位 上 的 数字 和 大 于 10 时 才 可 
能 进 1 ， 但 那 时 在 和 的 第 二 数位 上 的 数字 将 是 0. 

现在 我 们 去 掉 已 知 数 的 最 后 两 个 数字 以 及 开始 的 两 个 数字 ， 
并 对 所 得 的 13 位 数 作 推理 ， 然 后 对 9 位 数 、 最 后 对 5 位 数 作 推 
理 ， 我 们 得 到 1 不 能 从 和 的 前 一 数位 进 到 居中 的 数位 ， 而 因为 在 
两 个 数 居中 的 数位 上 的 数字 相同 ， 因 此 和 的 居中 数位 上 的 数字 是 
偶数 。 z 

从 解 题 过 程 可 看 出 , 此 题 的 结论 对 于 4& 十 1 位 的 数 是 正确 的 。 
简单 的 例子 ( 12 十 21，506 十 605，… ) 表明 ， 此 题 的 结论 对 于 其 
它 的 数 不 成 立 。 

133。 我 们 把 所 有 的 三 角形 涂 上 两 种 颜色 , 如 图 62 一 1 所 示 。 结 


果 是 黑 三 角形 比 白 三 角形 多 R 个 ， 因 此 所 有 和 白 三 角形 有 地 ( 夭 一 和 
个 ， 而 黑 三 角形 有 二 《hk* 十 k ) 个 ,在 三 角形 的 颜色 链条 中 黑白 相 


亿 ， 因 此 在 链条 中 黑 三 角形 不 多 于 上 (hr 一 ) 十 1 个 ， 所 有 三 角 


图 62 一 2 
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二 (外 一 则 十 于 (外 一 ) 十 1 一 外 一 有 1 


图 62 一 2 所 示 的 是 三 角形 的 个 数 怡 等 于 &? 一 & 十 1 的 链 条 的 钨 
子 。 

134。 设 ae 委 2 委 c 委 dd 委 e 为 已 知 线段 的 长 庶 。 假 设 这 些 线段 中 
的 任何 三 条 都 不 能 组 成 一 个 锐角 三 角形 。 那么， 因为 在 非 锐角 三 
角形 中 ,最 长 边 的 平方 大 于 或 等 于 其 它 边 的 平方 和 和 ,所 以 下 面 这 些 
不 等 式 都 成 立 ，c* 之 a 十 b*,d’: 之 c?: 十 b?,e?: 之 d? 十 c?。 把 它们 要 
如， 我 们 得 到 e? 之 a: 十 2b?: 十 c? 之 a? 十 2ab 十 b*?。 由 此 e 之 a 十 0， 
即 由 长 为 e、a 和 6 的 三 条 线段 不 能 构成 一 个 三 角形 . 

135。 第 一 种 解法 : 假设 人 BAC<<45", 那么 ACH >45°， 
LBCH<45"， 了 CBA>45"，BC 二 AC， 因 此 中 线 CP 在 三 角形 
ACH 的 内 部 并 旧 与 中 线 BM 相 交 于 点 K ,点 KK 在 线段 OME 上 (OO0 为 
BM 、AD 和 各 C 卫 的 交点 ) 。 由 此 ,再 利用 等 式 PK = 二 KC/2, 我 们 得 
到 O 玉 :OC<1/2， 但 是 根据 三 角形 的 角 平 分 线性 质 有 OH : 
OC= A 日 : 4AC， 即 A 有 二 4C/2， 因 此 了 了 ACH <30'， 序 盾 ， 

第 二 种 解法 ; 我 们 要 证 明 ， 如 果 和 BAC<45"， 那 么 
人 A4CB>>90"。 在 直线 AB 上 取 使 是 B11=AH 的 点 B81, 人 人 AB1C 的 
平分 线 B1F 通过 点 O (已 经 有 三 角形 4B1C 的 两 条 角 平 分 线 相交 
于 这 一 点 ) 。 由 角 平 分 线 的 性 质 ，AF:FC=AB1:B1C, 但 是 
AB1:B1C 之 1( 因 为 人 <B1AC<45")。 因 王 避 1 在 局 4 和 ,之 癌 ， 
所 以 BC4> ABC4>90"。 

136。 我 们 考察 不 同 数 在 同一 数 位 上 的 -一切 可 能 的 “数字 
对 ”。 因 为 在 同一 数位 上 有 10 个 “数字 对 ”, 那么 这 样 的 “数字 对 ” 
共有 108 个 ， 而 且 在 每 一 数位 上 不 同 数字 的 “数字 对 ” 即 (1，2 ) 
不 少 于 4 个 旦 不 多 于 6 个 ， 因 此 在 10n 个 所 挑选 的 “数字 对 ”中 ， 
数字 对 ( 1，2 ) 的 总 数 在 45 和 67 之 间 。 

为 一 方面 ， 因 为 每 两 个 数 在 m 个 数位 上 相同 ， 那 么 每 一 个 数 
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对 给 出 了 n 一 m 个 数字 对 (1,2)。 兴 此 这 样 的 数字 对 共有 10(n 一 2) 

。 于 是 4%n10 (1 一 m ) 委 62， 肌 此 得 2/5 委 mn 委 3/5. 

137。 我 们 要 证 阴 ， 从 任意 199 个 整数 中 可 以 选 出 100 人 个， 使 
它们 的 和 能 被 100 整 除 。 这 里 只 需要 下 面 这 些 事实 : 从 任 洛 3 个 
数 中 本 以 挑选 出 奇偶 性 相 辐 的 两 个 数 ( 这 一 点 是 显然 的 ) ;从 任 
意 9 个 数 中 可 以 挑选 出 5 个 数 ， 它 们 的 和 能 被 5 除 尽 。 

用 Pm 表示 下 面 这 个 一 般 的 命题 ， 从 任意 2m 一 1 个 整数 中 可 以 
选 出 m 个 数 ， 它们 的 和 能 被 m 整 除 ( 换 句 话说， 可 以 选 出 m 个 数 ， 
它们 的 算术 平均 值 是 整数 ) 。 我 们 的 证 明 以 下 面 的 引 理 为 基础 。 

引 理 1 ”如果 命题 户 和 成立 ， 那 么 Pim 也 成 江 。 

我 们 来 证 明 这 一 点 . 设 给 定 2Rm 一 1 个 数 ,按照 上 从 中 选 择 一 
组 m 个 数 ， 它们 的 算术 平均 值 是 整数 ， 从 剩 下 的 2km 一 m 一 1 个 数 中 
照样 再 选 出 那样 的 一 组 m 个 数 , 接着 再 从 2&km 一 2m 一 1 个 数 中 选 出 
一 组 m 个 数 ,等 等 共 选 2k 一 1 次 。 此 后 还 剩 下 2km 一 (2k 一 1)m 一 1 
二 m 一 1 个 数 ， 因 此 我 们 确实 能 利用 Pn28 一 1 次 。 我 们 来 考 察 所 选 
的 28 一 ! 个 组 中 的 算术 平均 值 (整数 ) ， 按 照 P,， 从 中 可 以 选择 
个 数 ， 它 们 的 和 能 被 整除。 那么 进入 相应 的 k 组 中 的 km 个 最 初 
数 之 和 显然 能 被 Rm 整除 ， 引 理 1 得 证 ， 

因为 100=2 . 2. 5. 5， 那么 我 们 三 次 应 用 引 理 1 就 可 从 PP， 
和 Ps 推出 Pio。。 剩 下 的 只 要 验证 Ps。 

要 做 到 这 一 点 ， 可 以 利用 较 简 单 的 枚 举 法 ， 从 9 个 数 除 以 5 
所 得 的 9 个 余数 中 选择 所 有 可 能 的 数组 0<ri 志 r2 夺 … 志 7, 志 4， 
在 r;( 1 志 i 亿 9 ) 中 有 5 个 数 相 同 或 者 其 中 没有 三 个 相同 的 数 《 因 
此 所 有 余数 为 1 ，2 ，3 和 0 ) 的 情况 是 显然 的 。 剩 下 要 考察 某 
个 余数 * 在 ”中 或 者 出 现 3 次， 或 者 出 现 4 次 的 情况 ， 这 里 可 以 认 
”为 r= 二 0， 在 相反 的 情形 下 ，" 可 以 把 5 了 增补 到 9 个 数 中 去 (此 时 “5 
个 数 的 和 能 被 5 整除 ” 仍 保持 不 变 ) . 

往 下 可 以 由 枚 举 法 、 并 利用 下 面 这 个 有 用 的 引 理 得 出 本 题 的 
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结果 。 

引 理 2 ”从 任意 g 个 整数 中 可 以 选择 若干 个 数 ， 它们 的 各 能 
被 9 整除 。 

( 对 于 g 个 数 a: ，az，…，au， 为 了 证 明 引 理 只 要 考察 9 个 数 
Gl，al 十 as，al 十 az 十 aa，…，a9i 十 az 十 … 十 ao 即 可 : 或 者 它们 
在 除 以 g 时 有 不 同 的 余数 ; 或 者 它们 之 中 有 两 个 数 在 除 以 gq 时 有 相 
同 的 余数 ， 因 此 这 两 个 数 的 差 能 被 9 整除 。 ) 

根据 引 理 2 从 5 个 非 零 余 数 r; 中 可 以 挑选 若干 个 (2 至 5 个》 
数 ， 它 们 的 和 能 被 5 整除 ， 再 把 非 零 数 增补 到 5 个 . 

注 . 可 以 证 明 , 命 题 P, 对 于 任意 日 然 数 n 都 成 立 ( 根据 引 理 1 
只 要 对 素数 4 证 明 即 可 。 初 等 的 然而 不 简单 的 证 明 见 杂志 《 Kaa- 
HT (1971, WW7—8, peneHne 3aIadI M45 ) )。 解 释 下 
面 这 个 问题 是 很 有 趣 的 ， 求 最 小 的 自然 数 Fa(n) ,使 得 可 以 从 
Fa (+ ) 个 具有 整数 坐标 的 向 量 中 选择 若干 个 向 量 ， 它 们 和 的 所 
有 坐标 都 能 被 ?整数 ( 这 里 n 为 自然 数 ，d 表 示 维 数 。 当 d= 二 2 时 ,用 
于 平面 上 的 向 量 ,，d==3 时 用 于 空间 中 向 量 ) 。 

138。 解 法 1 。 设 PP 是 内 切 圆 与 8C 边 的 切 点 ，PQ 是 内 切 圆 的 
直径 。 在 解 第 !112 题 时 曾 证 明 过 AQAMO， 因 此 AEOQ 是 平行 四 
边 形 ， 所 以 OQ= A4E=r， 

解法 2 。 设 三 角形 4BC 的 边 长 分 别 为 4a、b、c。 可 以 认 洲 
>>c。 从 点 O 作 ZLC 的 垂 线 OP， 和 那么 

MC= 4， PC= 叶 te, HC= to—e 


20 f 
EH_HM_HC-MC_2HC-a 
OP PM PC—~MC 5 一 C 
_ 人 十 0 一 C 一 和 bte 
a (ob—c) a 
AE_AlH El_atbte po+c_ 
a 


Fr 六 六 


1 ， 


0 
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由 此 午 4 六 一 r，。 
139。 如 果 把 数 g 沁 为 k= 二 a,a,_1…a。，i 表 示 由 m 关 nn 个 9 组 成 
的 数 ; t= 二 99…9 二 10" 一 1， 那 么 
机 个 
导 二 Gea -1 (Go 一 1)99…9(9 一 Go) 作 9 一 ao-1)…(9 一 0 )(9 一 Go) 
1 个 数字 
kt 的 数字 之 和 就 是 1 的 数字 之 和 ， 它 等 于 9m， 

140。 设 a 和 65 为 每 一 个 矩形 的 边 长 .如 果 两 个 矩形 的 边界 相交 
于 8 个 点 ， 那 么 任意 一 个 矩形 的 每 一 条 边 与 为 一 个 矩形 的 两 条 邻 
边 正 好 有 两 个 交点 。 如 果 在 某 一 条 边 上 的 交点 少 于 两 个 ， 那 么 那 
样 的 点 总 共 将 少 于 8 个。 因此 一 个 给 形 的 任何 一 条 边 不 可 能 与 为 
一 个 矩形 的 两 条 平行 边 相 交 ， : 

现在 设 4 和 和 C 是 两 个 矩形 中 长 度 为 a 的 边 之 交 点 ; 总 入 是 长 
度 为 6 的 边 之 交点 ( 图 63 ) 。 容 易 看 到 , 线 。 


一 一 
彼 4C 是 由 通过 点 4.C 的 两 个 矩形 之 边 所 成 二 
角 的 平分 线 ,同样 BD 也 是 通过 点 8、D 的 两 “~ 一 


矩形 之 边 所 成 角 的 平分 线 , 所 以 AC.L BD. 
四 边 形 4B8CD 的 面积 等 于 4C。BD。 而 因 图 63 
为 4C 之 56，BD 之 a， 因 此 S$ 之 ab/2. 

141。 我 们 要 证 明 任何 那 样 的 数 能 被 11111 整 除 ,因此 不 是 2 的 
冠 . 为 此 我 们 指出 , 105 在 除 以 11111 时 有 余数 1:105 一 9.11111 十 1 
因此 所 给 的 任何 数 在 除 以 11111 时 余数 相同 ， 卡 片上 的 所 有 数 之 
和 也 是 这 样 。 

也 不 难 证 明 ， 任 何 那样 的 数 能 被 9 整除 。 然 而 容易 看 到 所 得 


数 的 和 等 于 一 999x 〈 105 一 1 ) ， 即 能 被 11111 整 除 . 


142。 设 Di 为 由 10 个 数字 《0， 1 9} 构 站 的 集合 ， 4 一 
《0， <， 8} 为 俩 数字 集合 ， Bi = ‘1， 3 9} 为 奇数 
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字 集 合 。 一 般 地 , 对 于 任意 的 n", 我 们 用 D, 表 示 不 多 于 n 位 的 所 
有 数 的 集合 ， ,各 B, 分 别 表示 由 D;: 中 数字 和 为 偶数 及 苛 数 的 数 
所 构成 的 子 集 (D， 二 4.U0B,)。 我 们 指出 ,2, 和 A, 各 含有 5 10 
个 元 素 , 零 也 计算 在 内 。 集 合 4 的 所 有 元 素 z 之 和 简单 地 记 为 2x， 
我 们 应 该 证 明 > 等 于 立 9， 我 们 把 这 个 和 记 为 9” 


“n=2, 一 1 时 问题 归结 为 显然 的 人 社 式 (其 中 a€ A1,pE€Ai， 
bEB,, GE 也: ) : 
Z(1l0atP)+E( 106+g) 一 之 (10c 十 g) 十 (10b+p) 


当 d1 E€D1，rE€D1 时 ， 讽 边 都 等 于 5( B10d+ 3r ) ，S340 一 


5 (10 十 1) 《1 十 2 十 … 十 9) ， 因 为 每 个 数字 a、p、b、g 进 入 两 
边 的 和 各 五 次 。 

我 们 首先 用 ”=3 的 例子 来 解 释 进一步 的 计 算 。 对 于 一 切 
a€Ai, PEA,, bEB,, g€B: (下 面 d€D,, rE€D;, ) 求 和 : 

ZS(1l0a+p) :+E(10b+g) :一 50.， 102( Sa:+ 2b) 

+2. 10( Za: p+ 26.g) +5T5p:+57a? 

=105d?+2.10(Fa': Tp+ib. Hq) +5rr? 

=5. 1035d?-+205ds, (1!) 十 5 并 r2 。 

显然 ， 和 二 《10a 十 g ) :十 二 ( 106 十 p) :也 能 同样 地 得 到 改 
进 。 这 里 我 们 利用 了 恒 等 式 (zx 十 办 ?一 x? 十 2xy 十 妨 以 及 二 uv 二 
二， Cv (关于 一 切 4EU.vEV 的 和 )， 

现在 我 们 用 关于 1 的 归纳 法 来 证 明 一 般 的 结论 。 这 里 将 利 用 
公式 

(rty) Trtotr 真一 iy+Ciz 中 一 21/ 2 -}- ， 十 Cr-l 1 ! yt 


a 2 Cox-iyity 


( 二 项 式 系数 Cs，1<j<k 一 1， 在 我 们 的 推理 中 不 起 作用 ) 以 
及 王 ww== 忆 4， 己 v。 假设 对 于 n 位 数 和 任意 的 8，1<h<n， 所 需 
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的 等 式 已 证 : 二 p1= 忆 gi 一 Sw (其 中 p€.4,, g€B,)，, 我 们 
来 改进 4,71 中 数 的 k 次 宕 之 和 ，k 之 n 十 1( 下 面 对 一 切 a€ Ai， 
pEA,, bEB1,gEB,,dED:, rED, 进 行 求 和 ,1<j<hk—1): 
(10at p) 十 于 (10p 十 0 六 一 5 10 .10*( 二 0 十 二 六 ) 
十 守 C410*-i (Daripi Sb igqi)+5 (Tp:+ ig) 
一 5 10"+"" ?dt CMOS a" i-5ir 


| 
显然 ，B, 1 中 数 的 k 次 轿 之 和 等 于 同一 个 表示 式 ( 仅 需 要 改变 子 
母 刀 和 qd 的 位 置 ) 。 

注 ” 当 qd 为 偶数 时 ， 在 任何 d 进 制 记 数 法 中 类 似 的 入 式 也 成 . 
立 ， 例 如 在 二 进 制 中 ， 当 ?不 大 时 可 以 容易 地 直接 验证 。 

143 。 邵 果 有 公共 起 点 O 的 单位 向 量 组 el ，e* ，…，em 在 旋转 
2xk/m 角 度 后 (之 m ) 变 为 自己 , 则 称 该 单位 向 量 组 为 对 称 的 。 
虽然 这 样 的 一 组 向 量 之 和 等 于 0 ， 因 为 它 在 旋转 2xh/m<2x 的 角 
度 后 不 变 。 

特别 ， 当 h 二 1 时 ， 以 正 m 边 形 的 依次 相 邻 的 项 呈 为 器 扩 的 问 . 
量 组 构成 一 个 对 称 回 量 组 ， 

我 们 把 起 点 为 0 的 一 切 单 位 向 量 作 旋转 变换 : e 一 D'e (i 次 旋 
转 ) ; 把 从 初始 方向 OX 到 e 的 角 增 加 到 ! 倍 ， 且 把 所 得 到 的 铅 量 
记 为 Die。 在 作 变 换 D! 时 ， 只 要 ki! 不 被 mm 整除， 那么 对 称 . 冯 量 组 
恋 为 对 称 向 量 组 ( 相 邻 向 量 ej，ei+ 1 之 闻 的 夹 角 2xhk/m 增 加 到 i! 信 ， 
从 2xk1/m 中 减 去 27 的 倍数 后 ， 就 得 到 Die; 与 Dieit1 之 辐 的 夹 角 
等 于 2zr/m， 其 中 7 为 kl 除 以 m 的 余数 ) ; 如果 有 能 被 m 整 除 ( 特 
别 当 kh 二 m 时 ) ， 所 有 向 量 D'e; 都 重合 为 一 个 向 量 。-。 

在 作 了 这 些 注释 之 后 ， 我 们 来 着 手 解 题 ,假设 能 把 n 边 形 的 所 
有 顶点 涂 上 若干 种 颜色 ,使 一 种 颜色 的 顶点 能 入 所 一 个 二 各 
1 边 形 、 q1 边 形 、 q2 边 形 、- “、 gq: 边 形 ， 其 中 i<gqi<q: < 人 die 
我 们 同样 可 以 把 在 n 边 形 的 项 点 上 所 作 的 对 称 向 量 分 成 3 十 1 个 对 
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称 向 量 组 ， 它 们 分 别 有 ! 个 、g: 个 、g2 个 、… 9, 个 回 量 。 暂 时 什 
么 入 时 也 没有 。 每 -一 个 这 样 的 问 量 组 中 的 问 且 之 和 等 村 0 ， 且 总 
和 也 等 于 0 . 然而 只 要 把 所 有 向 量 旋 转 ! 次 ， 就 产生 了 矛盾 : 第 
-一 组 的 所 有 ! 个 癌 量 重合 为 一 个 向 量 ， 所 以 它们 的 和 异 于 0 ,而 
有 qi:《i=1，2,，…，s) 个 向 量 的 其 余 向 量 组 及 由 所 有 2 个 向 量 
构成 的 向 量 组 仍然 是 对 称 的 ， 因 为 它们 的 相 邻 两 个 向 量 之 间 的 来 
角 分 别 为 2xi/qi < 过 2x，27xl/q; 过 2x，…， 2x1/n< 过 2x， 估 此 它们 
上 和 仍然 等 于 0 ， 

注 “这 个 漂亮 的 解法 是 由 4。 利 菲 蒋 想 出 来 的 ， 其 实在 这 次 
奥林匹克 竞赛 上 他 已 经 是 评委 会 的 成 员 了 ， 而 任何 参赛 的 中 学 生 
解 这 题 都 没有 成 功 。 

如 果 我 们 把 向 量 看 作 复 数 ,那么 把 向 量 作 4 次 旋转 ?的 思想 就 
变 得 更 加 消 楚 了 。 变换 DD! 它 就 是 复数 z 的 乘 方 运算 ，z 一 z1， . 
| z | ==1; 对 称 的 向 量 组 是 几何 级 数 ; wue,ue?，…， ue",， 其 中 
| | = 二 1 且 e 是 1 的 某 个 m 次 方 根 ，z 天 1; 如 果 数 : 的 幅 角 一 一 向 
野 组 的 相 邻 向 量 之 间 的 夹 角 一 一 等 于 2xk/m， 那 么 这 样 的 向 量 组 
由 指 癌 正 m/d 边 形 的 顶点 疝 量 构成 其 中 d 是 m 的 某 个 因数， 
4d<m， 同 时 d 个 向 量 指向 同一 个 顶点 ， 

此 题 的 解法 表明 ， 把 整数 集合 Z 分 成 若干 个 不 相交 的 《双边 
无 穷 的 ) 算术 级 数 的 任何 分 法 仅仅 可 以 用 下 面 的 方法 得 到 ，Z 分 
成 d 个 具有 同一 个 公差 d 的 级 数 ， 然 后 它 们 之 中 的 一 个 (或 若干 
个 ) 再 分 成 有 同一 公差 的 级 数 ， 等 等 。 我 们 解 题 的 方法 在 复数 函 
数理 论 中 称 为 “三 角 和 的 方法 ”。 


第 五 届 


144。 此 题 可 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 当 n 二 1 时 应 取 2 。 如 果 
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4=2 了 是 能 被 2 整除 的 2 位 数 ， 那 么 因为 5" 十 B 或 者 2，5" 陡 B 
是 偶数 ， 则 2， 10" 十 4 或 者 1. 10" 十 4 能 被 2 ”整除 。 

注 。 对 于 每 一 个 2， 所 求 的 数 正 好 1 个 。 瑟 外 ， 旦 数字 1 和 和 
2 组 成 的 一 切 n 位 数 除 以 n 时 有 不 相同 的 余数 。 利 用 这 些 可 以 得 到 
此 题 的 第 二 种 解法 . 

145。1) 能 由 2) 得 到 ， 所 以 我 们 来 解 2). 

因为 点 及 和 疡 到 直线 O 4 的 距离 相同 ， 因此 ou ae 一 >o4pDi。 
把 "个 等 式 连 乘 并 且 把 三 角形 的 面积 记 为 底 边 如 有 或 4 六 与 相应 
高 乘积 的 二 分 之 一 ， 再 经 过 约 分 就 得 到 了 所 要 求 的 等 式 。 、 

注 在 1) 中 ， 施 到 硬 薄片 41 4，4; 中 的 点 4 上 的 力 4C; 互 相 
平衡 ， 节 薄片 固定 不 动 ， 而 且 所 有 力 ( 如 同 向 量 ) 之 和 号 所 有 力 
答 之 和 都 等 于 0 ， 因 为 每 一 个 力 关 于 点 0 的 力矩 都 等 于 0 。 

对 于 三 角形 来 说 ， 为 使 直线 44C4 相 交 于 一 点 CO， 题 中 要 证 的 
等 式 不 仅 是 必要 的 而 且 也 是 充分 的 条 件 。 

146。1) 答 案 ，11 个 问题 。 在 知道 一 行 中 所 有 10 个 数 以 及 兄 
外 一 行 中 的 一 个 数 之 后 ， 就 容易 复原 其 它 所 有 的 数 。 如 果 仅 提 10 
个 问题 ， 则 要 单一 地 复原 所 有 数 是 不 可 能 的 。 一 方面 ， 在 每 一 多 
里 应 该 至 少 知道 一 个 数 ， 否 则 可 以 把 任意 数 z 加 到 这 一 列 的 两 个 
数 上 而 保持 这 一 列 所 需要 的 性 质 ， 另 一 方面 ， 至 少 在 一 列 中 应 该 
知道 两 个 数 ， 否 则 可 以 取 任 意 数 y 作 为 每 一 列 里 的 数 之 差 并 根据 

2) 可 用 数学 归纳 法 来 进行 证 明 。 我 们 将 认为 np 疡 mr， 并 对 mm 十 
?进行 归纳 。 如 果 在 某 一 列 中 不 知道 任何 数 ， 那 么 ， 显 然 数 的 复 
原 不 单一 。 如 果 在 每 一 列 中 有 已 知 的 数 ,那么 ( 因为 共有 m 十 nn 一 2 
个 不 超过 2 一 2 的 已 知 数 ) 存 在 一 列 ， 在 这 列 中 只 有 一 个 已 知 数 ， 
而 在 划 去 这 一 列 之 后 剩 下 的 (mn 一 1)m 表 格 仅 含有 十 (mn 一 1) 一 2 人 
已 知 数 ， 而 且 根 据 归 纳 假设 复原 不 是 单一 的 ， 

注 ” 此 题 中 的 箔 计 是 精确 的 。 可 以 根 据 第 一 行 和 第 一 列 的 
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1 十 4 一 1 个 数 求 复原 出 下 列 形 式 的 表格: 


Xi 十 yi xX2 十 Ji 二 2 ( x ) 


TiTymn 1 Xe Yn Tr Ym-1 

对 于 更 精细 的 问题 ， 即 mx x 的 表格 中 和 璋 下 什 么 样 的 一 组 数 
才能 根据 它 复原 整个 表格 ， 有 耸 的 语言 来 做 . 

我 们 研 守 有 mr 十 n 个 顶点 41、…、A% 和 B11 、…、B, 的 “ 双 
叶 图 ” 工 ， 外 中 菜 此 顶点 44i 与 菜 此 顶点 8B, 衣 连接 ， 因而 指出 了 
mXn 珍 格 的 元 素 对 (i，j) 的 某 个 集合 工 (= 二 2,…，m; 7 一 
1, 2,…….， 1 ) . 当量 仅 当 图 1 是 连通 的 ， 才能 根据 [来 单一 地 
复原 整个 表格 。 由 第 8 题 知 ， 在 有 m 十 n 个 项 点 的 树 中 正好 有 
m 十 n 一 1 条 楼 如果 本 是 树 ， 那 么 占有 格子 (i，j}) ET 的 任意 
人 4 十 ?一 1 个 数 都 能 补足 ， 使 得 到 的 表格 有 需要 的 形式 ( 闪 ) 。 

147。 我 们 来 考察 图 形 已 ;和 严 : ， 它 们 是 由 已 知 图 形 已 ( 藻 
个 圆 的 并 集 ) 分 别 平移 了 长 为 0.001 且 彼此 之 间 炎 和 角 为 60。 个 
向 量 得 到 的 ， 

3 个 图 形 和 上 、 忆 :和 己 : 都 在 边 长 为 1.001 的 正方 形 内 部 县 互相 
不 重 又 ， 因 此 每 一 个 图 形 的 面积 小 于 (1,.001)*/3<<0.34. 

注 ” 可 用 类 似 的 方法 得 到 此 题 的 空 s 间 形式 的 信 计 (1.001)3/4 
<0.26， 

”在 平面 上 也 可 进行 更 精确 的 估计， 例如 可 证 明 S<0.287 
(人 参看 《用 aarr 》，1972， 训 8，C，58 ) 

148。 设 在 3 个 容器 4、B、C 中 分 别 装 着 水 a 升 、b 升 、c 升 ， 
0<o 适 bp 和 c。 只 要 用 若干 次 重 倒 就 能 使 一 个 容器 中 的 水 少 于 a 升 
( 量 复 这 种 做 法 可 把 一 个 容器 中 的 水 倒 空 ):， 设 5 一 ad 十 r， 
0<r<a, 我 们 把 8、C 中 的 水 倒 进 4 中 (4 中 的 水 就 会 变 成 24、2?0、 
2 06、…、2 4 升 ) 并 注意 从 B 中 正好 倒 出 da 升水 ; 那么 在 8 中 还 
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和 测 r 之 a 升水 .这么 做 是 可 能 的 ， 轩 为 像 每 一 个 家 然 数 一 样 d 能 才 
示 为 1 ，2 ，2?，…， 外 ，… 中 若干 个 数 之 和 的 形式 .因此 从 B 
中 R 次 倒 出 相应 的 da 升水 之 后 ， 如 果 4 中 的 水 不 足 2 a 升 , 则 再 从 C 
中 倒 若 干 升水 到 4 中 补足 到 2*a 升 。 这 时 从 C 中 倒 出 的 水 要 比 从 B 
中 倒 出 的 少 ， 因 此 C 中 还 有 水 . 

149。 二 次 三 项 式 f 1 (x) 二 Xx? 十 Pix 十 qi 与 22) 一 2 十 力 7 
十 gz: 的 根 都 是 实数 且 相 间 的 条 件 等 价 于 : 劝 数 y== 了 1 (7 ) 与 y= 
f(x) 的 图 像 相 交 于 横 坐 标 轴 下 方 的 点 (7，3，yo)，yo 二 0。 解 方 
程 广 (x+)=f,(x) 9 我 们 得 到 xzo 二 (9q， —qgi)/( pb; —pi ) » Ye 
R(pi 一 pz)*， 其 中 R==(g1 一 92)*+(p1 一 p21)(p14; — p291). 

注 ， 当 且 仅 当 f ,和 f 2 有 公共 根 ( 可 能 是 复 根 ) 时 表达 式 R= 
0 。 称 为 11、f :的 “ 消 元 式 ”. : 

150. 如 果 两 个 平面 互相 平行 ,这 是 显然 的 ,假设 它们 不 平行 , 那 
么 物体 对 两 个 平面 的 交 线 [的 投影 可 看 作 是 这 个 物体 在 某 个 平 画 上 
的 投影 对 1 的 投影 (这 里 是 指 垂直 投影 , 即 是 垂 足 的 集合 ). 但 是 圆 对 - 
与 它 在 同一 个 平面 上 的 直线 的 投影 是 等 于 加 的 直径 的 一 条 线段 。 

151。 相 邻 数 的 两 两 乘积 之 和 S 随 着 运算 次 数 的 增加 而 增 大 。 
( 如 果 (a 一 d) (5 一 c) 二 0 ， 那 么 4b 十 cb 之 ac 十 bd。 因 此 ， 洁 0、 
c 互 钦 位 置 后 ，cb-Hbc 十 cd 就 变 为 ec 二 cd 十 bd， 并 且 有 ab 十 bc 十 . 
cd<<ac 十 cb 十 bd。) 但 是 和 3 只 能 了 到 有 限 个 不 同 的 数值 ( 索 13 ) . 

152。 因 为 1) 可 从 2) 得 出 ， 所 以 我 们 来 解 2)。 设 直 线 / 与 外 切 
多 边 形 的 边界 相交 于 RR、Q 两 点 并 且 等 分 它 的 周 长 ， 那 么 由 OK 和 
OQ 两 条 线段 组 成 的 加 竺 分 多 名 积 全 SP 
心 。 这 一 点 可 像 证 明 周 长 为 己 的 外 切 多 边 形 的 面积 公式? 一 Pr/2 
铸 来 证 明 : ， 想 圆心 和 多 边 形 的 每 个 陨 点 连结 起 来 得 到 者 干 个 三 
角形 ， 三 角形 的 高 是 内 切 圆 的 半径 ， 再 把 每 个 三 角形 的 面积 写成 
灰 边 与 高 乘积 的 二 分 之 一 。 国 此 如 果 直 线 RQ 也 等 分 多 边 形 的 面 
积 ， 那 么 点 O 应 该 在 这 条 直线 上 ， 


16F. 


注 “ 一 个 有 趣 前 问题 是 ， 能 等 分 外 切 多 边 形 的 面积 和 周 长 的 
那样 的 直线 可 能 有 多 少 条 ? (《 开 aaagz 》，1972， 了 如 7,C，35 ) 。 

153。 当 nn 之 4 时 ， 结 论 对 n 个 数 成 立 ， 并 用 反 证 法 加 以 证 明 . 
假设 2 个 不 同 数 cl<as <…<a, :<a 中 的 任意 两 个 数 的 和 或 
大 包含 在 其 余 n 一 2 个 数 之 中 ， 那 么 2, 呈 4a; 之 a,， 而 且 应 该 有 
一 0 一 0 is 一 1)。 当 ?一 28 时 得 到 a, 一 ak 一 cu， 这 不 是 
说 a, 与 as 之 差 不 包 含 在 其 余数 之 中 ; 当 n==2k 十 1 时 应 当 再 考察 数 
对 《as-1，a; ) ， 对 于 它们 有 ai; 1 二 ai 二 a,， 县 当 2 坊 ? 志 nn 一 2 时 
Ga-1 十 qi 之 a,， 而 且 应 该 有 等 式 a,_ 1 一 qi 二 a, ;1_1:， 特 别 a,_ 1 一 a 
二 qs， 这 也 得 到 了 矛盾 。 

”154。1) 把 12 个 顶点 分 成 6 组 相对 的 顶点 : 4 4，、 A, A,.、 

有 44,、…、As。A1;。 每 次 改变 符号 时 每 组 点 中 只 有 一 个 项 点 改 
变 符 号 。 因 此 在 第 26 一 1 次 改变 符号 之 后 ，A,A4，。、…、A。A1, 中 
每 一 组 里 两 个 顶点 上 的 符号 都 不 相同 ， 而 在 第 28 次 改 恋 符号 之 
后 ， 每 一 组 中 两 个 顶点 上 的 符号 都 相同 (而 在 4141 中 一 切 都 相 
反 ) 。 因 此 不 可 能 出 现 这 样 的 情况 : 在 4, 4 中 两 个 顶点 上 的 短 
号 不 同 ， 而 在 4:4, 中 两 个 顶点 上 的 符号 相同 。 

2) 把 所 有 顶点 分 成 4 组 , 每 组 3 个 顶点 ， AlAsA,. A,A,A,. 
AAA,!、 A,A,4',. 每 次 改变 符号 时 每 组 中 只 一 个 顶点 改 变 
符号 ， 因 此 可 像 1) 中 那样 进行 推理 。 在 每 一 组 中 负 号 数目 的 麻 借 
性 在 每 次 改变 符号 时 都 改变 ， 因 而 在 4 .46.41。 和 4， 414 中 仙 
号 数目 的 奇偶 性 相同 . 

3) 把 所 有 顶点 分 成 3 组 4i44474ie、4 AsAsA11、A;A。 
所 ,41; 时 可 进行 类 似 的 推理 ， 

注 ”一般 地 ， 我 们 也 能 知道 ， 改 变 * 这 形 & 个 相 邻 项 点 上 的 
知 号 后 每 组 顶点 中 符号 变化 的 情形 。 答 案 是 这 样 的 ， 取 d==(n， 
A&)， 使 d 数 组 (z: ，z:， za) 与 9 边 形 顶 点 上 的 每 一 个 n 数 组 e,， 
2 i 二 二 1， 对 应 ， 这 个 对 应 满足 
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那么 (8;)、(e’ ) 能 够 互 换 当 旦 仅 当 或 者 相应 的 (zx;)、(x1 ) 
相同 ， 或 者 &/d 是 偶数 并 且 (z;)、(z) 沟 符号 相反 ， 即 对 于 -全 
i 有 ZX; 二 ~X1。 

155。 可 以 用 “两 等 分 法 ” 米 做 . 从 笠 面 中 剪 下 由 2 关 2 个 格 
子 组 成 的 天 正方 形 开 。， 它 包含 了 所 有 的 黑 格 子 ， 而 且 使 电 格 至 
少 是 黑客 的 4 倍 。 那么 黑 格子 的 面积 不 足 正方 形 天 ,面积 的 175. 
再 把 天 ,分 成 4 个 正方 形 尺 1!，KK | 中 每 个 正方 形 有 2 :XxX2"! 个 格 
子 ， 而 且 在 每 个 这 样 的 正方 形 中 黑 格 子 所 占 的 面积 不 超过 其 面积 
的 4/5。 所 以 ， 或 者 开 ,满足 条 件 1)、2)， 或 者 可 以 重新 把 K ,再 
分 成 4 个 正方 形 玉 :， 等 等 ， 直 到 得 到 2X 2 的 正方 形 为 止 ， 并 把 . 
其 中 任何 格子 都 没有 涂 过 色 的 正方 形 去 掉 ， 而 把 有 一 个 格子 、 两 
个 格子 、3 个 格子 被 涂 成 是 色 的 正方 形 留 下 。 

注 ” 对 于 能 被 分 成 单位 线段 的 直线 ( 常数 为 1/3、2/3 ) 以 及 
能 分 成 单位 立方 体 的 空间 ( 常数 为 1/9 和 8/9 ) 也 可 以 提出 类似 的 
问题 . 

156。 答 案 : 至 少 震 要 的 小 立方 体 个 数 为 

人 人 如 果 ?” 为 偶数 
”La2 十 1)VX2， ， 如果? 为 奇数 ， 
特别 ，A,=2，A,;=5,，A,=8，As= 二 13,， 4,==50. 

至 于 较 少 个 数 的 小 立方 体 不 够 用 的 证 明 这 样 来 进行 。 在 满足 . 
比 题 要 求 的 小 立方 体 放 置 好 后 ， 我 们 在 立方 体 底面 的 每 一 个 格子 
中 写 一 个 数 ， 它 指出 在 这 个 格子 的 上 方 有 几 个 所 选 的 小 立方 体 。 
现在 利用 下 面 的 引 理 : 

引 理 : 在 nx n 的 表格 中 填 满 了 非 负 整数 ， 对 于 表格 中 的 任意 
一 个 数 0 ， 如 果 它 所 在 的 那 一 行 和 那 一 列 中 其 余 2n 一 1 个 数 之 和 
不 小 于 n， 那 么 表格 中 所 有 数 之 和 不 小 于 n*/2、 

它 的 证 明 类 似 于 第 126 题 中 的 证 明 ， 


163 


如 果 按 行 相 加 和 按 列 相 加 所 得 和 中 的 最 小 数 等 于 mn， 不 
妨 设 这 个 最 小 的 和 m 就 是 第 一 行 中 所 有 数 之 和 。 那 么 在 第 一 行 中 
至 少 有 1 一 m 个 零 ， 在 有 这 些 零 的 n 一 mr 个 列 中 ， 每 一 列 中 所 有 数 
之 和 不 小 于 n 一 m。 而 在 其 余 的 m 个 列 中 ， 繁 一 列 中 所 有 数 之 和 不 
小 于 mm， 所 以 表格 中 所 有 数 之 和 不 小 于 

(nC—m) +m’: 守 >n:/2, 

在 5X5X 5 的 立方 体 里 放置 12 个 小 立方 体 以 及 在 10X10Xx10 
的 并 方 体 里 放置 50 个 小 立方 体 的 例子 见 图 64， 在 这 里 格子 中 的 数 
表示 位 于 这 个 格子 上 方 的 小 立方 体 所 在 层 的 号 码 . 


z 图 64 

当 n 等 于 其 它 数 时 也 可 类 似 地 举 出 例子 ， | 

注 ”如 采 再 知道 任何 两 个 小 立方 体 只 有 一 个 坐标 相同 ， 那 么 
霹 有 趣 的 结果 是 对 “小 立方 体 ”《 x 1，xs，…zxh ) 的 个 数 得 到 下 
估计 ; 这 个 数目 不 超过 二 "1/8k 一 1， 

157 。 我 们 应 该 对 于 平面 上 的 任意 点 (x, y) 找 到 使 f(z 一 m， 
y 一 n ) 尽 可 能 小 的 整数 格 点 (mm，? ) 并 求 出 极 小 值 记 (x,y ) = 
minfo(zx 一 m，y 一 n ) 的 上 估计 , 为 了 方 便 起 见 ， 我 们 把 
ni, 1 


EE 


vfs (xi—xs, Vi 一 Y2 ) 称 为 点 (xz1，y1) 与 态 (Xz2， ys) 
之 间 的 拭 离 ， 它 类 似 于 通常 的 距离 VCE 二 zi， J 二 y= 
(zi1 一 X12) ?十 (y1 一 Vz), 我 们 指出 ,对 于 这 个 距离 有 下。 (x,1) 


/2， 事 实 上 ， 对 于 每 一 个 正方 形 ， m 一 <x<m+ 十 ,n 一 二 < 
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A 


《m，?) 后 B00 与 它 的 像 集合 不 相交 (准确 | 
地 说 ， 它们 只 有 公共 边界 ， 见 图 685 ) 图 65 


ysn 十 方 ， 从 它 的 任何 点 (z，y ) 到 中 心 (m，n) 的 距离 不 大 于 
V3/2, 同 时 这 个 正方 形 的 任何 项 点 到 (m,n) 的 距离 等 于 3/2， 


即 f (zo， yo)=1/2. 


现在 对 于 “距离 "V 天 ,0<<a<2, 我 们 来 建立 把 平面 分 成 若干 


个 图 形 多 mn 的 分 法 : 如果 点 (z, 幼 到 点 (人 的 距离 小 于 《或 者 


不 大 于 ) 它 到 其 它 任 何 格 点 的 距离 ,就 称 点 (z, 几 属于 图 形 Bmn， 
我 们 只 要 找到 以 (0,0 ) 为 中 心 的 图 形 @00, 其 余 的 图 形 Crmyn 都 可 
由 B00 用 平移 中 心 的 方法 得 到 《 把 中 心 从 (0，0) 移 到 (m,n) ) 。 
这 旦 因为 在 作 这 种 平移 时 ， 上 距离 元 保 持 不 变 ， 因 而 具有 其 它 中 
心 的 任意 区 域 中 的 点 在 运动 时 所 遵循 的 原则 也 保持 不 变 . 

现在 我 们 利用 距离 /的 平方 是 坐标 的 二 次 函数 这 个 事实 ， 得 


到 与 点 (0， 0) 较 近 而 与 点 (m， n) 较 远 的 点 〈(z， Y ) 的 集合 : 这 是 


一 个 半 平 面 . 
zr? +ary +y :<r—m)’ +a(r—m) (y—n) +(y—n) 
这 个 不 等 式 等 价 于 
(2m-+an)z+(2n+am)y<m: +amnti+n’. 
为 了 找到 图 形 B00 应 该 取 一 切 那样 半 平 面 的 交集 ( 取 过 一 


切 异 于 (0，0) 的 (m,n) ) 。 实 际 上 , 只 要 取 其 中 的 6 个 半 平 面 的 


交集 ,这 6 个 半 平 面 对 应 的 点 (m, n) 是 (0， 
土 1)，( 土 1,0)，(1, 一 1)，( 一 1，1)。 因 
此 BB0，0 是 是 六 边 形 : 一 1 所 27 十 ay 志 1， 
一 1 和 cz 十 20 和 1， 一 1I 秋 xz 一 4 委 1. 为 了 看 
出 这 点 还 需要 证 明 , 在 把 中 心 从 (0,0) 移 到 


当 (z，g) E BI0 时 ，fs(x， 四 在 这 个 上 是 六 边 形 的 项 点 上 达到 


它 的 极 大 值 ， 因 为 当 (x，) 沿 着 任何 直线 x 二 6 十 ut，y 二 < 十 vt 上 
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的 线段 运动 时 ， 距 离 f(6 十 utsc 十 v1) 激 正方 是 1 的 二 次 三 项 式 ， 


它 的 首 项 系数 为 w2 十 auv 十 2 守 0 ， 所 以 ,站 线段 的 端点 取得 极 


大 值 。 求 出 顶点 的 坐标 ( 图 65 ) 并 把 它们 代入 f ,的 表示 式 中 ， 我 
们 得 到 f, 的 精确 俩 计 ，f 志 1/(a 十 2)、 在 a 二 2 时 ， 当 (7?， 臣 是 
2 十 ! 与 邻近 的 整数 之 莽 的 平方 时 , 精确 的 估计 是 六 (z，g 力 过 174。 

注解 这 个 题 的 基本 思想 是 把 平 而 分 成 包含 所 给 中 心 的 若干 
区 域 ， 每 一 个 点 属于 一 个 区 域 。 这 星 在 各 种 分 析 问 题 、 几 何 和 数 
论 问题 中 常用 的 方法 ， 


158。 我 们 首先 对 必 沉 的 转换 升 关 的 数量 和 作 一 个 下 估计 ， 因 . 


为 每 一 个 转换 开关 可 以 有 两 种 状态 ， 那 么 由 m 个 转换 开关 构成 的 
线路 图 可 能 有 2" 个 不 同 的 状态 。 如 果 必 须 实现 n 个 入 口 和 + 个 出 号 
的 mn! 次 不 同 的 连接 : 


1 1 1 


其 中 (六 ,i0，…,i, ) 是 数 1 ，2 ，…,2 的 任意 重 排 ， 那 么 转换 开 
关 的 个 数 m 必 须 满足 2">wl ， 即 在 通用 线路 图 中 转换 开 关 的 个 


数 显然 不 少 于 log， (ni1 ) 。 


特别 ， 当 2 一 3 时 有 2" 之 6， 由 此 mm 一 3。 不 难 验证 , 在 图 8.2 中 


所 指出 的 线路 图 正好 给 出 了 3 通用 线路 图 的 例子 。 当 "一 4 时 我 们 
得 到 2">>4! 一 24， 由 此 m 之 5。 确 实 ， 用 5 个 开关 可 以 建立 4 通用 
的 线路 图 :请 验证 一 下 ,在 图 66 一 ! 的 线路 图 中 当 转 换 开 关 有 2 
二 32 个 不 同 状态 时 ， 实 现 了 集合 {1 ，2 ，3 ，4 } 的 所 有 可 能 
的 24 个 重 排 。 


因为 8! 太 大 了 ， 因 此 不 可 能 用 枚 举 法 来 证 明 在 图 8 一 3 中 


家 示 的 线路 图 是 8 通用 的 。 然 而 不 难 指出 在 此 线路 图 中 实现 8 个 


个 规则 应 该 指明 ， 经 过 哪 一 块 ( A 或 者 B ) 来 实现 8 条 联结 中 的 
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租 一 条 联结 R>g0(R) 一 i R= 1 ，2 ，…，8。 间 时 还 应 该 满足 
条 件 ; 

如 采 R 一 (一 4 或 者 关 一 站 一 4， 那 么 8-> 关 和 和 1 的 联结 应 该 通 过 不 
问 的 块 4 和 抉 召 。 显 然 ， 这 些 条 件 对 于 避免 “堵塞 >” 【 即 两 个 入 
口 写 一 个 出 口 相 联 或 者 相反 的 情形 ， 这 在 实际 电话 网 中 常常 迪 
到 ) 是 必要 的 和 充分 的 ， 这 就 十 我 们 所 需要 的 规则 ， 

我 们 说 ， 斋 对 联结 j->p(7)、?!->g(1) 与 联结 kR>g(k)“ 相 邻 ” 
是 指 | 8 一 | 一 4, | p(k) 一 pq( 站 二 4。 那么 所 有 的 联结 #8 一 g(&) 
可 以 分 为 奉 干 个 “ 环 ”， 每 一 个 环 有 两 个 相 邻 的 环 ， 同 时 各 个 还 
都 售 有 偶数 对 联结 ， 在 每 一 个 环 中 将 轮流 地 通 过 块 4 和 块 召 实现 
hk>gp(R) 的 联结 。 于 是 相 邻 的 环 通 过 不 辣 的 块 而 联系 在 一 起 ， 

现在 由 4 通用 块 4 和 4 通用 块 8 可 得 到 整个 线路 图 的 8 通用 ， 

类 似 地 由 两 个 2 通用 线路 图 和 2.2* 个 转换 开关 可 以 建 立 2 


通用 线路 图 ， 


T 


' 


‘ 图 66 一 2 | 
如 果 队 5 个 基本 的 4 通用 图 开始 ( 显然 ， 这 要 比 从 2 通用 开 
关 开始 (图 66 一 1 ) 来 得 到 4 通用 图 (图 66 一 2 ) 优越 些 ) ， 那 
么 当 # 一 2 时 ， 线 路 图 将 包 食 2nlog :7 一 二 1 个 转换 开关 ( 特别 当 
?一 8 时 它 等 于 26 ) 。 这 对 于 任何 ” 关 2 给 出 了 在 最 小 的 "通用 线路 
图 中 所 需 开 关 数 的 一 个 上 估计 。 只 要 稍微 收 变 图 66 一 3 中 线路 图 
的 结构 ， 就 能 从 通用 变 到 2& 和 (2& 十 1) 通 用 的 线路 图 ， 而 且 记 般 
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本 
开关 数 的 上 估计 为 mlog:n。 注 意 到 ， 对 于 大 的 n,，log2snl 所 
n(log,.n—log,e). 


159。 设 RR 是 直线 QN 与 CD 的 交 点 ， 而 0 是 矩形 48CD 的 中 
心 。 由 OM = 二 ON 得 到 PC= CR。 因此 三 角形 PNR 是 等 历 三 角 
形 《NC 同 时 是 这 个 三 角形 的 中 线 和 高 ) 。 

由 人 MNP= 人 NPR， 人 人 QNM = 一 人 QRP 可 得 到 此 题 的 绪 
论 。 

160。 设 [Lo1,51j 是 有 最 小 右 端 点 的 线段 。 如 果 有 7 条 以 上 的 
线段 包含 点 2:， 那么 此 题 就 解 出 来 了 。 如 果 包 含 点 2 的 线段 少 于 
或 者 等 于 7 条 ， 那 么 至 少 有 43 条 线段 ， 它 们 完全 在 线段 [ac ,pi ] 
的 右 侧 。 我 们 从 中 选取 有 最 小 右 端点 的 [cx,b:j 那么 或 者 bs 属 
于 8 条 线段 ， 或 者 在 pz 的 右边 有 36 条 线段 。 继 续 这 个 推理， 我 
们 或 者 找到 属于 8 条 线段 的 点 ， 或 者 得 到 7 条 两 两 不 相交 的 线段 
[qib1j、[as,62:1、…、[Lay,byj]， 使 在 fas, bij 的 右边 至 少 有 
50 一 7kR 条 线段 ， 妈 Lay,57J 的 右边 至 少 有 一 条 线段 [as, bsj。 
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注 ”同样 也 可 注 明 ， 从 mn 十 1 条 线段 中 或者 可 以 选取 m 十 1 条 
两 两 不 相交 的 线段 ， 或 者 可 以 选取 : 生 公 于 的 入 线 有 。 类 似 
的 问题 是 :从 任意 mn 十 1 个 自然数 中 可 以 选取 一 串 m 十 1 个 数 , 和 在 这 
串 数 中 每 一 个 数 都 可 以 被 前 一 个 数 整 际 ， 或 者 可 以 选取 "十 1 个 
数 ， 其 中 任何 一 个 数 不 能 被 苍 外 一 个 数 整除 。 这 在 狄 短 尔 斯 一 
般 定 理 的 特殊 情形 ,在 由 mx -上 1 个 元 素 构成 的 售 序 集合 里 或 者 
有 按 敢 增 顺 序 排列 的 一 串 元 来 或 用 有 十 1 个 天 丙 个 可 比较 的 元 素 
([64]、[4J 中 5 一 5 ) 。 

为 了 把 这 个 定理 应 用 到 本 题 中 ， 作 如 下 约定 : 如 果 _ 条 线段 
守信 在 另 一 条 线 儿 的 右边 ， 就 说 这 条 线段 “大 于 ”为 一 条 线段 。 
那么 “两 两 不 可 比较 ”的 线段 一 定 有 公共 点 《 即 它们 右 端点 中 最 
左边 的 那个 端点 ) 。 

161。 和 人 答案 :z 一 1972。 因为 427 二 41000 二 4x 二 254(1 十 2 p95 
十 22x-54)7， 当 2z 一 54 一 2.1945 即 当 z 王 1972 时 括号 中 的 表达 式 是 
一 个 完全 平方 。 如 果 z>1972， 那 么 22 -27)<1 十 2.21945 十 
和 22 5032 0 十 1)”, 即 所 给 数 界 于 两 个 连续 上 自然数 平方 之 
间 。 

162。 首 先 证 明 下 列 两 个 命题 : 

1) 如 果 c“ 十 六 能 被 ao 十 2 整除 ， 碍 a*-" 一 b”" 能 被 a" 十 5 整除 。 

2) 如 果 al 一 b! 能 被 0' 十 b" 整 除 ， 则 a! "十 0 "" 能 被 0 十 5" 整 
这 两 个 命题 容易 由 aG、2 互 质 和 下 列 恒 等 式 得 到 : 

a*+b*=a*-*(a*+6")—b"(a"-"—b*-*), 

a!—b!i=a!-"(a'+b")—b"(a! "二 +b ~"). 
我 们 用 n 除 m 得 到 余数 r; m= 二 gn 十 r， 其 中 0 <r<ny 从 mw 中 
减 去 qn 得 到 r. 

由 此 题 的 条 件 及 命 题 1)、2) 得 到 ac" 十 (-1v2 "能 被 om 十 局 理 

除 ， 但 是 0 蕊 |a' 十 (-1)?b' | 过 a" 十 8"， 由 此 得 到 r= 二 0 (同时 9 是 
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丙 数 1 ) 。 

163。 假 设 在 才 格 的 某 些 行 中 有 相同 的 数 ， 设 ?是 这 些 行 中 最 
工 那 一 行 的 号 码 ， 而 少 和 9 是 这 一 行 中 相同 的 数 。 

因为 在 第 ?一 1 行 申 没有 相同 的 数 ， 而 上 、q 是 第 2 一 1 行 中 的 
笋 r、s 经 过 不 同 的 运算 得 来 的 。 设 p=r?，9g==s 十 1， 于 么 
3S==r 1, 

歼 s 是 由 将 a 经 过 阁 干 次 乘 方 运算 及 加 1 的 运算 得 到 的。 办 
沪 s==r? 一 1， 所 以 r 一 1 可 能 是 在 得 到 s 过 程 中 作 平 方 运算 的 最 大 
数 。 这 就 是 说 数 s 是 由 (r 一 1) :至 少 经 过 ?一 1 一 (r 一 上 2 一 27 一 2 
次 加 1 的 运算 得 到 的 。 于 是 从 数 a 得 到 s 至 少 需 2r 一 1 次 ( 即 n 一 2 
之 2+ 一 1 ) 运算 。 但 + 与 s 在 同一 行 里 ， 且 由 a 经 过 那么 多 次 运算 
得 到 的 任何 数 不 小 于 a 十 2r 一 1>>r+r， 于 是 由 a 得 到 s 的 过 程 中 没有 
、 进 行 乘 方 运算 。 所 以 g 是 第 " 行 中 最 右边 、 最 小 的 那个 数 ， 这 与 
力 一 9 不 慎 。 

注 分 析 解 题 过 程 可 以 看 出 ， 可 用 任何 一 个 取 值 为 自然 数 疗 
任意 函数 来 代 符 乘 方 运算 ， 例 如 A2 十 1) 一 Fa) 2 十 1 即 是 -个 
这 样 的 函数 ， / 

164。 我 们 控 边 长 韦 减 的 次 序 来 分 放 所 有 正方 形 ， 并 从 最 大 
的 正方 形 开 始 自 左 向 右 把 它们 放 到 面积 为 V2 Xxw2 的 正方 形 的 
底 边 上 (图 67 ) ， 只 要 依次 而 放 的 正方 形 
放 不 下 时 〈 即 从 大 正方 形 的 右 侧 露 出 一 说 
分 时 ) ， 我 们 就 沿 着 最 左边 正方 形 的 上 侧 
作 一 条 水 平 线 并 开始 新 的 摆 放 。 设 + = 二,， 
有 ，，… 为 与 大 正方 形 左 侧 相 接连 的 小 正方 
形 的 边 长 ， 我 们 应 该 证 明 有 及 == 十 有; 十 … 小 
于 2， z [67 

我 们 现在 来 估计 这 些小 正方 形 的 总 面积 。 我们 在 心 里 把 第 K 
行 最 左边 的 边 长 为 h, 《上 = 2 ，3 ,… ) 的 那个 小 正方 形 移 到 前 一 
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行 即 第 & 一 1 行 的 来 端 ， 那 么 它 就 从 六 让 方 攻 的 在 侧 吉 出 一 阁 
分 。 因 此 第 k 一 1 行 中 所 有 正方形 的 面积 不 小 于 (Cv 2 一 2)h,; 辐 
时 在 第 一 行 中 不 计算 左边 最 大 的 那个 正方 形 。 于 是 所 有 这 些小 正 
方形 的 总 面积 不 小 于 

Z2 十 (ww ?2 mz) (hths+) = + (v2 —7) (hr). 
为 V2 > 由 不 等 式 zz 十 (WwW 了 工 一 z) (一 z) 委 1 得 出 


he 二 += EVI TH) SV 
因为 在 括号 中 的 数 有 i 十 二 的 形式 ， 它 不 小 于 2 (县 仅 当 x = 二 2 /2 
时 上 不 等 式 中 等 号 成 立 ) 。 


165。 三 角形 40B、BOC、COD. 以 及 DO4 的 高 的 交点 玉 、 
工 、M 、 有 是 一 个 平行 四 边 形 的 顶点 ， 这 个 平行 四 边 形 的 两 条 边 
位 于 经 过 4、C 且 分 别 与 BD 垂直 的 直线 上 ， 另 外 两 条 边 位 于 过 点 
了、 万 是 分 别 与 4C 垂 直 的 直线 上 ( 图 68 一 1 ) 。 


加 68 一 1 图 68 一 2 

三 角形 40B、BOC、COD 及 DOA 的 中 线 的 交点 天 、 志 
M’' 和 NN’ 也 是 一 个 平行 四 边 形 的 顶点 ， 这 个 平行 四 边 形 的 两 条 边 . 
平行 于 8D 且 把 线段 4C 分 为 3 个 相等 的 部 分 ， 另 外 两 条 边 平行 于 
AC 且 把 线段 3D 分 为 3 个 相等 的 部 分 (图 62 一 2 ) ， 

显然 这 两 不 平行 四 边 形 的 边 分 别 互相 垂直 。 我 们 要 证 明 这 两 
个 平行 四 边 形 相 似 。 由 此 ， 如 果 把 其 中 的 一 个 平行 四 边 形 旋转 
“90*， 那 么 不 仅 它们 的 边 而 且 它 们 的 对 角 线 都 五 相 尘 行 ， 即 
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KM’ LKM(L'N’LLN )， 这 就 莫 所 要 证 鸭 ，。 

为 了 证 明 两 个 平行 四 边 形 相似 需要 求 出 它们 边 有 的 比 例 . 边 ， 
KL 与 K'N’ 的 长 度 分 别 等 于 4C/3 和 BD/3. 边 KL 对 直线 BD 
的 射影 正 等 于 线段 4C 对 这 条 直线 指 射 影 ， 因 此 并 世 =4Ceetg 中 ， 
这 里 m 是 直线 4C 与 BD 的 夹 角 ; 类 似 可 得 KN 二 BDctgp。 于 是 
两 个 平行 四 边 形 边 的 比例 相等 ,都 等 于 4C : BD, 出 此 得 到 两 个 平 

行 四 边 形 相似 ， 
如 果 角 9% 是 直角 ， 那 么 4 个 点 开 、 工 、M 、N 就 是 同一 个 点 ， 
那 时 就 无 意义 了 。 
166。 如 果 一 条 直线 把 正方 形 分 成 面积 比 为 2:3 的 两 个 梯形 
( 或 矩形 ) ， 那 么 这 条 直线 也 把 位 于 这 两 个 
梯形 中 位 线 上 的 正方 形 的 -组 对 边 中 点 的 连 
接线 段 分 成 2:3 的 两 部 分 ， 这 可 由 梯形 的 面 
积 公式 得 到 证 明 . 
把 每 组 对 边 中 点 的 连结 线段 分 成 2:3 两 
部 分 的 点 共有 4 个 (图 69 ) ， 而 那样 的 直线 
图 69 共有 9 人 条， 因此 3 条 直线 应 该 相交 于 这 4 个 
点 中 的 某 一 个 点 [ 索 9 ]， 

167。 利 用 关于 内 接 角 的 定 理 得 到 /4, 十 人 4, 十 一 4, 等 于 
下 面 这 个 和 的 二 分 之 一 : 

(360°—A1 A1 4s) +(360° — A 4s 41) +(360° —AAs A ) = 

=720° 十 AeA’ 
自已 知 外 接 贺 的 圆心 在 七 边 形 的 内 部 ， 因此 4。 人 的 度数 不 可 能 
大 于 180"， 所 以 .4 十 AL 4 十 人 4: <360" 十 90" 一 450"。 

168。 我 们 用 r: 、rz 、yrs 、 ”4 表示 从 左 到 右 的 4 个 数位 。 游 
戏 分 为 “开局 ”和 “终局 ”两 个 阶段 ， 只 要 第 二 个 人 把 基 个 数字 
放 到 r: 上， 终局 就 开始 。 显然 在 开局 中 第 一 个 人 不 应 该 报 0 至 3 
的 较 小 的 数字 ， 也 不 应 该 报 6 至 9 的 较 大 的 数字 。 因 为 第 二 个 人 
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把 那样 入 数 字 放 到 后 (把 较 小 的 数字 放 到 下 面 小 星星 的 位 置 
上 上 上， 而 把 较 大 的 数字 放 到 上 面 那 个 小 星星 的 位 置 上 ) 屿 能 得 到 显 
然 是 赢 的 终局 ， 如 果 首 位 数字 的 差 不 超 过 3 ， 那 么 两 数 之 差 不 大 
于 3999。 同 时 如 果 第 一 个 人 报 出 的 第 一 个 数字 是 4 (或 者 5 ) ， 


那么 第 二 个 人 取 r 一 ( 4) 或 r, 一 ( 许 ) 之 后 立即 变 成 了 终局 ， 然 
后 把 所 有 出 现 的 数字 0 ( 相应 地 9 ) 放 到 rs 、rs 、r4 上 直到 填 满 


为 止 ， 这 时 他 能 使 得 到 的 差 不 小 于 4000。 自 然 地 ， 第 二 个 人 要 把 
使 得 到 的 差 不 超 过 3999 的 数字 放 到 ri: 中。 由 于 这 个 缘故 ， 第 一 个 
人 不 可 能 得 到 比 0000| _5999) 更 好 的 结果 ， 这 就 是 证 骨 了 1) 的 第 
二 个 人 的 策略 

“是 当 在 开局 中 把 菜 此 数学 4 和 5 让 入 r 。r 和 ,并 在 与 
有 利 的 时 刻 转 入 终局 后 ， 第 二 个 人 能 否 得 到 更 好 的 结果 ? 为 了 阻 
止 第 二 个 人 成 功 ， 第 一 个 人 应 该 注意 有 最 小 ?的 数位 r;:， 在 r: 中 有 


一 个 数字 和 一 个 小 星星 或 者 两 个 不 同 的 数字 如果 等 于 ( ) 或 
者 (* )， 第 一 个 人 应 该 报 数字 5 ， 如 果 ri 等 (4) 或 者 (5)， 他 


应 该 报 数字 4《 如 果 所 有 数位 都 相同 或 者 r; 一 ( 9 )， 则 可 以 报 任 
何 数字 ， 比 如 报 5 。 而 当 第 一 个 人 采取 这 种 策略 时 不 可 能 出 现 
r' 一 (和 ) 这 种 危险 的 情形 ) 。 在 由 那样 的 开局 转 为 终局 之 后 ， 如 
果 第 二 个 人 把 数字 放 到 r; 中 上 边 那个 位 置 ， 那 么 第 一 个 人 可 能 报 
数字 0 ， 如 果 相反 ， 则 第 一 个 人 可 能 报 数字 9 。 这 是 证 明 2) 的 第 
一 个 人 的 策略 。 忆 

注 “可 以 证 明 ， 当 有 n 之 1 个 数位 时 在 这 种 游戏 中 得 到 的 最 好 
的 结果 是 4* 10" / 

169。 答 双 : s 的 可 能 最 大 值 等 于 V5。 当 x=vV2， 
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3=w 272 时 达到 最 大 信 。 

我 们 应 该 闹 清 楚 ， 当 5 最 大 取 什 么 值 时 可 以 同时 满足 3 个 不 
等 式 x 光 3,y 十 1/z 之 S$,1/y 之 S$ (其 中 至 少 有 一 个 应 该 取 等 与 ). 
显然 可 以 认为 S 古 正 的 ， 例如 S$S=1 时 三 个 不 等 式 一 臻 ( 可 及 
+ 二 1]，y 二 1)。 由 前 述 三 个 不 等 式 得 到 以 下 不 等 式 ; y 志 1/5， 
LI ，9 委 g 十 1[z 委 2/[/3 .由 此 5: 委 2，9 和 ww 2 。 这 三 个 不 
第 式 可 能 变 成 等 式 y= 1Mz=w 2/2， 同 时 ?= 2 。 

170。 如 采 凸 多 边 形 是 三 角形 4B8BC， 这 个 证 明 很 容易 : 如 果 
点 0 在 三 角形 4B8C 的 内 部 ， 那 么 三 角形 AOB、BOC.COA4 都 是 
等 腰 三 角形 ， 所 以 ZAOB、L 人 BOC、L 人 COA 中 至 少 有 两 个 大于 
120 ,不 妨 设 这 两 个 角 是 AOB 和 人 BOC, 则 有 AO=BO=0C. 
把 这 个 特殊 情形 看 作 引 理 ， 我 们 来 证 明 关 于 一 般 多 边 形 的 结论 。 
如 采 4 和 已 是 多 边 形 的 任意 两 个 顶点 ， 那 么 或 者 在 由 AO 和 BO 的 
延长 线 所 构成 的 交角 中 有 和 多边形 的 顶点 C， 或 者 这 个 角 的 两 条 边 
号 多 边 形 的 边 DE 相 交 ( 图 70 ) . 在 第 一 种 情形 中 点 O 在 人 4BC 
的 内 部 ， 正 如 上 面 所 证 ，4O= BO0= CO; 在 第 二 种 情形 中 ，O 
在 人 8DE 和 和 俯 ADE 的 内 部 ， 因 此 A0==DO=EO= BO，. 


171。 答 案 ; 不 可 能 。 
设 在 任何 3 x 4 个 格子 的 矩形 中 都 包含 有 三 个 0 、 四 个 1 和 五 


个 2 
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如 果 在 两 个 图 形 中 有 相同 个 数 的 0 、1 和 和 2， 我 们 束 说 它们 
的 填 法 相同 。 图 7! 一 ! 中 用 和 舍 线 标 出 的 矩 形 填 法 相同 ( 把 3X 3 的 
正方 形 接 到 两 个 相 邻 的 年 形 上 分 别 构 成 3X4 的 矩形， 再 从 标准 的 
3X4 和 矩形 中 去 掉 所 包含 的 正方 形 ) 。 此外，1X12 的 长 条 与 3X4 
的 矩形 所 含 数字 的 个 数 总 相同 ， 即 在 其 中 有 五 人 2【《 在 网 71 一 2 
中 用 相同 字母 表示 的 矩形 的 填 法 相同 ) 。 

另 一 方面 ， 我 们 来 考察 (不 在 纸 边缘 上 的 ) 至 少 合 有 两 个 2 
的 3X1 的 矩形 a， 这 样 的 窍 形 在 任 何 
由 4 个 3X1 的 窟 形 组 成 的 、 且 含有 五 
个 2 的 任何 3X4 和 矩形 中 都 能 找到 。 现 
在 把 1X12 的 长 条 与 6 进行 比较 ， 如 图 
71 一 3 中 虚线 部 分 所 示 。 那 么 在 这 个 
长 条 中 至 少 有 六 个 2 . 矛盾， 

172。 管 案 ，S 的 最 小 值 等 于 
1 一 2-279 WT" (1—2-1".) 时 
达到 最 小 值 . 

设 8o 王 1， 从 一 1 十 Zi 十 … 十 AKCI 
< 入) ， 那么 ys 二 2,74 二 V4 一 y 19 
如 果 所 有 已 知 数 不 超 过 > ， 即 

Th Yn Yh-1—o] Yh-!leS, 
Uk ys Ua 
则 1 一 9 魏 欠 -1/ 把 这 些 不 等 了 式 连 飞 (k= 1，2，…，1)， 
我 们 得 到 (1 一 S)"<yify ,二 1/2， 由 此 S$S 之 1 一 2""”"。 .这 个 最 小 值 
能 达到 。 当 〈 对 一 切 k) 2 二 1 一 S 一 yy-1/9s， 即 当 册 构成 几 
何 级 数 让 二 2:"，y; = 二 22: 下，…，y ,二 2 时 达到 最 小 值 ， 此 时 
r=2 2 

173。 我 们 用 0 来 代替 循环 赛 记分 表 中 的 一 切 偶数 ,而 用 1 

代替 所 有 奇数 ， 用 4 表示 所 得 到 的 天 格 ，4 的 元 素 用 oj 表 示 ， 如 
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到 了 1 一 3 


果 第 :个 队 与 第 7 个 队 打 成 平局 ， 则 ai 一 1， 在 相 友 情形 aijj= 0 ， 
于 是 这 张 表格 是 对 称 的 旦 在 对 角 线 上 痢 契 0: 
Gij 二 Qji， 昌 Gi; 二 0 ， 对 于 -一切 14、)/ 0 

此 题 对 表格 提出 的 要 求 可 这 人 么 来 得 到 :对 于 异 于 0 = 二 (0，0， 
…;0) 的 . 且 由 0 和 1 工 组 成 的 任何 一 组 数 z=(zl ，zz ，…，2z 小 ,全 

ji 一 0i0I 十 Ci Xs TAT (A) 
中 至 少 一 个 是 奇数 、 对 于 每 一 组 球 队 我 们 来 构造 一 组 数 z: 如 采 
第 个 球 队 是 这 个 组 的 成 员 ， 则 取 zxj 二 1， 否 则 取 zxj 二 0。 这 里 yi 等 
于 第 1 个 队 与 本 组 球 队 平 局 的 次 数 。 我 们 将 用 .AXY 表 示 由 x 与 表格 4 
按照 规则 (4 ) 所 得 到 的 数组 (yi1，y:，…，y,)， 

因为 我 们 感 兴 趣 的 只 是 偶数 与 奇数 之 间 的 差别 ， 所 以 表格 中 
只 有 数字 0 和 1 对 于 计算 是 方便 和 的 ， 并 假设 0 十 1 二 1 十 0=1， 
1 十 1 二 0 二 0 二 0。《 这 里 乘法 法 则 和 其 它 所 有 运算 法 则 都 适用 , ) 
那么 y 也 将 是 由 0 和 1 组 成 的 数组 .这 里 对 表格 的 基本 要 求 是: 
”如 果 z 关 0 ， 那 么 = 4zx0 © 
把 这 样 的 表格 称 为 非 退 化 的 表格 . 

现在 冰球 队 的 比赛 问题 就 完全 变 成 了 代数 问题 证 明 当 n 为 
奇数 时 条 件 必 和 四 不 可 能 同时 成 立 。 下 面 我 们 要 简化 表格 4 并 保 
留 这 些 条 件 。 

如 果 把 4 的 第 二 行 加 到 第 一 行 得 到 新 的 表格 4/ ， 条 件 (2) 仍 
将 保留 : 如 果 Az==y 二 (y1，y:;，…，y,)， 那 么 对 于 新 的 表格 A? 
有 A’zx=y = 二 (十 YJ2， Ya， ，Yrn); 所 以 若 y 关 0 ， 则 yy 关 0， 
如 有 洒 把 4 的 第 二 列 加 到 第 一 列 得 到 新 矩阵 4 ， 条 件 (2) 也 保留 不 
变 ， 如 果 4z=!y， 这 里 z= 一 (zi，xzz，…，7rn) ,那么 对 于 新 表格 A” 
将 有 4 2 = 二 y， 这 里 XY” 二 (x1 十 X，，X,，…， Za) 如 未 zz 关 0， 则 
2 关 0 。 毫 无 疑问 ， 也 可 以 把 4 的 第 ; 行 加 到 第 / 行 ， 或 者 把 第 ! 列 
加 到 第 /7 列 ， 如 同时 做 行 与 列 的 这 样 的 两 个 变换 ,那么 新 表格 不 仅 
仅 是 满足 四 也 是 满足 中 的 表格 《这 里 1 十 1=0 的 法 则 使 对 角 线 
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上 的 数 仍 等 于 0 ) 。 

现在 我 们 着 手 简化 4。 可 以 认为 “前 两 个 队 打 了 平 局 ”， 即 
012 二 G71 三 1。 把 第 一 行 ( 列 ) 加 到 在 第 二 列 中 ( 相应 地 在 第 二 
行 ) 有 1 的 那些 行列 ) 上 上， 这样 就 去 掉 了 第 二 列 《〈 第 二 行 ) 中 
其 余 所 有 的 1 ; 同样 利用 第 二 行 〈 第 二 列 ) 也 能 去 掉 第 一 列 (第 
一 行 ) 中 其 余 所 有 的 1 这样 在 去 掉 前 两 行 和 前 两 列 之 后 就 得 到 
了 新 表格 4,-:， 如 图 72 一 1 所 示 。 这 个 新 表格 4,-; 也 满足 条 件 
中 、 四 ;要 知道 ， 对 于 任何 zx 一 (0， 
0，Ti， xz， …， zi-2)，4xz0 知 记 
2 一 (zz ，7Z2 zw) 则 对 于 2 和 4,-: 
同样 也 有 4,-;x = 0 。 继 续 做 这 样 的 简 
化 ， 就 能 得 到 表格 4,-4，4,-e，…。 如 
果 n 是 奇数 ， 就 能 得 到 3X 3 的 表格 ,再 进 
行 简化 后 就 得 到 4:, 如 图 72 一 2 所 示 。 然 
而 它 是 退化 的 ， 因 为 如 果 z==(0,0, 1)， 


则 有 Asz 二 0 。 这 就 得 到 了 了 矛盾 、 1 
注 “此 题 的 内 容 与 线性 代数 中 一 个 0 0 0 
定理 相同 。( 此 定理 是 说 当 ? 龙 奇数 图 72 一 2 


时 ，zXn 的 反对 称 矩 阵 是 退化 的 。 ) 


第 七 必 


174。 我 们 来 解 2)。 鉴 定 人 应 该 这 样 进行 3 次 称 量 : 

1" 。 他 把 第 1 个 硬币 放 到 左边 的 盘子 中 ， 把 第 8 个 硬币 放 到 
右边 盘子 中 。 因 为 右边 的 盘子 过 重 ， 那 么 法 官 断定 第 1 个 硬币 是 
假 的 ,而 第 8 个 是 真 的 . 

2* 。 鉴 定 人 把 第 2 、 第 3 和 第 8 个 硬币 放 到 右边 的 盘 中 ， 而 
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把 第 9 、 第 10 和 第 1 个 硬币 放 到 左边 的 盘 中 ,左边 的 盘子 过 理 ， 
因而 法 官 确认 第 2 个 和 第 3 个 硬币 是 假 的 ， 而 第 9 个 、 第 10 个 便 
币 是 真 的 。 

3 。 鉴 定 人 把 第 4、 第 5、 第 6 、 第 7、 第 8 、 第 9 和 和 第 10 
个 放 到 左边 的 盘 中 ， 而 把 其 余 的 放 到 右边 的 盘 中 。 右 边 的 盘子 过 
重 ， 因 而 法 官 看 到 右边 盘子 上 的 真 硬币 比 左 盘 上 的 多 ， 而 在 左边 
盘子 上 的 假 硬 币 比 在 右 盘 上 的 多 。 这 向 法 官 证 明 , 第 4、 第 5 、 
第 6 、 第 7 个 硬币 是 假 的 ， 而 第 11 个 、 第 12 个 、 第 13 个 和 第 14 个 
便 币 是 真 的 。 

注 当 h 之 1 时 ， 同 样 也 能 & 次 称 量 来 验证 2: 一 1 个 假 硬币 和 
2* 一 1 个 真 硬币 、 

175。 假 设 存在 满足 此 题 要 求 的 完全 平方 数 D=A4*。 显然 ， 
数 4 的 末 位 数字 是 5 ， 即 4= 10a 十 5、 因 此 D=100a(a 十 1) 十 25， 
它 以 25 绪 尾 。 而 a(a 二 1) 或 者 以 2 、 或 者 以 6 .或 者 以 0 为 未 位 数 
字 , 因 此 数 D 的 从 右边 数 第 3 个 数字 等 于 6 ,于 是 万 =1000&8 十 625.。 
我 们 看 到 ，DD 能 被 5;=125 整 除 ， 因 而 也 能 被 5 整除 。 因 此 8 能 被 
5 整除 、 这 就 是 说 D 的 从 右边 数 第 4 个 数字 或 者 等 于 0 、 或 者 等 
于 5 。 然 而 这 是 不 可 能 的 。 

176。 用 数学 归纳 法 来 证 这 个 题 。 对 于 n= 二 3、n==5 和 1 二 6 所 
要 求 的 点 组 表示 在 图 73( 1 一 3 ) 中 。 而 在 图 73 一 4 中 表示 了 从 7 


A 


z Oe———— 
多 73 一 1 [73 一 2 


点 组 4 |、 A,. ~ 4 得 到 所 需要 的 《3 十 2 ) 成 组 4A、 A,、 、 
A,.. A,,..、 A... 的 一 种 方法 ， 这 时 4，、 A,.、 机 4 巾 稍 头 用 所 
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汕 的 方式 所 连接 。 为 了 得 到 ("二 2) 点 组 只 要 再 硬 出 从 4,，: 指 向 所 
有 点 4: 、…、4, 的 第 头 ， 然 后 从 每 一 个 点 4: 、4: 、…、4, 通 出 
到 4,: 的 第 头 ， 最 后 从 4 作出 到 4 1 的 箭头 ， 


dv1i 


N72 7 


过 


国 7 一 (人 

由 完全 归纳 法 原理 此 题 结论 对 于 -一 切 n 之 3 的 奇数 和 一 切 n 之 6 
的 偶数 成 立 ， 

当 m 一 4 时 所 要 求 的 点 组 不 仔 在 。 

177。 设 P 和 Q 是 已 知 圆周 在 点 C 的 切 线 与 已 知 角 两 条 边 的 交 
点 。 因 为 4P=PC， 那 么 A4PC、AOPQ 是 等 腰 三 角 形 . 因 此 
A0=CQ=0B=BQ (图 74) ， 

注意 到 人 OAE== 人 OCA= 二 人 人 COQ,， 
40B= A 人 CQB. 由 
A 人 O4K -人 人 QOC 得 到 


就 是 说 OK =04 一 0B/2.， 加 74 
而 由 弦 切 角 定 理 得 到 0O4 忆 三 人 44CO9， 

178。 设 f(x) 二 ax?* 十 bx 十 c，g(7) 二 >? 十 br 十 9。 因 为 1(1) 
一 g(1)、f(-1) 二 g(-1)， 那 么 lg(1)i 所 1 且 |g(-1)| 夸 1， 此 外 1cl 
=|f(0)!<1. 

假设 存在 使 |g(x)| 之 2 的 点 rz， 那 么 抛物 线 y 二 g(x) 的 顶点 上 化 
标 为 (Xo， g(x0)), 1r, 1, 12(x0)|>2., 分 出 完全 平方 后 ,我 们 得 
到 gz) 一 cz 一 Zoo) 十 g(zo)。 取 zz 一 1 或 -攻取 与 ze 最 所 礁 数 )， 
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为 确定 起 见 不 妨 设 z=1。 那 么 |1 一 zo| 委 二 因此 |g(z0)|==|8(1) 
一 c(1 一 zo) 引 和 1g(C0 二 ic 委 1 十 lcj 委 2， 这 与 g(zo) 盖 2 不 让 

Frz)=2z: 一 1 表明 不 可 能 再 改进 |g(z)| 委 2 这 个 估计 〈( 此 时 
gz) 一 -2 十 2 ) 。 

179。 答案 : 优胜 者 可 能 最 大 的 号 码 为 20. 

因为 号 码 为 的 网 球 运 动员 只 可 能 输 给 第 hk 十 1 号 和 第 k 十 2 号 
运动 员 ， 那 么 在 每 一 轮 之 后 优胜 者 中 最 强 运动 员 的 号 码 增 大 的 幅 
度 不 超过 2 ， 于 是 循环 赛 优胜 者 的 号 码 不 超过 21。 但 是 我 们 要 证 
骨 第 21! 号 运动 员 不 可 能 成 为 优胜 者 。 为 此 在 第 一 轮 之 后 ， 第 1 号 
和 第 2 号 运动 员 应 该 退出 ， 他 们 输 给 了 第 3 号 和 第 4 号 (否则 优 
胜 者 的 号 码 将 小 于 21 ) 。 在 第 2 轮 中 应 该 退出 的 是 第 3 号 和 第 4 
号 ， 而 第 5 号 和 第 6 号 战胜 了 它们 ， 等 等 。 直 到 第 9 轮 ， 在 其 中 
第 19 号 和 第 20 号 应 该 战胜 第 17 号 和 第 18 号 。 于 是 第 21 号 运动 员 不 
参加 两 人 相遇 的 终局 比赛 ， 

下 面 举 一 个 第 20 号 运动 员 为 优胜 者 的 循环 赛 的 例子 。 为 此 把 
所 有 运动 员 分 成 两 组 ， 每 组 512 人 ， 在 第 一 组 中 包括 第 19 号 、 第 
“0 号 以 及 510 个 更 弱 的 运动 员 。 在 这 组 里 循环 赛 要 组 织 得 使 第 20 
号 运动 员 能 取胜 《 显然 可 以 做 到 这 一 点 ) 。 第 二 组 中 有 第 1 号 、 
第 2 号 、…、 第 18 号 以 及 更 弱 的 运动 员 ， 癌 时 组 织 循 环 赛 使 第 18 
号 能 取胜 。 这 一 点 也 可 以 做 到 ， 只 要 这 么 组 织 比赛 ， 在 第 一 轮 中 
第 3 号、 第 4 号 说 第 1 号 、 第 2 号 ， 在 第 二 轮 中 第 5 号 、 第 6 号 
赢 第 3 号、 第 4 号 ， 依 此 类 推 ， 直 到 第 八 轮 ， 第 17 号 、 第 18 号 启 


第 15 号 、 第 16 号 。 此 后 在 第 九 轮 中 第 18 号 厦 第 17 号 。 终 局 中 第 20 


写 澡 第 18 号 相遇 ， 所 以 第 20 号 可 能 到 胜 ， 
注 ”可 用 数学 归纳 法 证 明 ， 当 有 2 个 运动 员 时 ， 优胜 者 汐 最 
大 号 码 为 24， 
180。 如 有 果 方 程 f(x)==z 没 有 根 ， 那 么 ,或 者 对 于 一 切 z 有 
f(z)>>z (车 a>0 ) ， 或 者 对 于 一 切 z 有 jz)<z( 若 o<0) 。 于 
180 


是 就 有 f (cz) ) >>JGz)>>z， 或 者 FJGz) ) 过 f(x) 过 x， 这 就 
是 说 ， 方 程 f( jz) ) 一 z 没 有 根 。 

注 “ 此 题 的 结论 不 仅 对 二 次 三 项 式 而 且 对 任意 连续 函数 都 成 
立 。 
181 。1) 我 们 指出 ， 如 果 再 把 奉 干 个 黑 格 添补 到 已 有 的 黑 格 
染 合 上 ， 则 在 重新 涂 色 之 后 可 能 只 出 现 男 外 的 黑 格 。 我 们 把 一 些 
格子 加 到 原 集 合 相 上， 使 得 到 m xm 个 格子 的 黑 正 方形 ， 

经 过 2m 一 1 次 涂 色 后 正方 形 中 ( 即 几 中 ) 没有 任何 黑 格 子 。 

2) 用 MM ,表示 集合 M 经 过 上 次 涂 色 之 后 所 得 到 的 黑 格 的 集 
合 。 我 们 要 用 归纳 法 来 证 明 ， 对 于 有 "个 格子 的 任意 集合 和 MM，M， 
是 空 集 。 当 "一 1 时 ， 这 是 显然 的 。 设 对 于 少 于 ”个 格子 的 集合 这 
一 点 已 证 。 我 们 来 考察 有 2# 个 格子 的 任意 集合 M ， 可 以 认 为 晒 在 
坐标 平面 0,, 的 第 一 象限 内 ， 同 时 在 带 形 0<z<1 和 0<y<<1 中 都 
至 少 有 一 个 MH 的 格子 (图 75 ) 。 那 么 根据 归纳 假设 ，jM .-: 不 杜 
角 域 ?之 0，y 之 1 相交 (在 带 形 0<<x 志 1 中 的 格子 不 影响 在 x 之 1 的 
区 域 进 行 重新 涂 色 ) ， 所 以 M ,si 在 带 形 9<z<<1 中 ， 类似 可 证 
明 MM,- ,在 带 形 0 志 y 志 1 中 ， 就 是 说 及 ,= 只 能 含有 1 个 格子 ， 而 
M ,是 空 集 。 
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四 图 75 : 图 76 
182。 设 D 是 441 与 BB 的 交点 。 因 为 人 和 A1C4= 人 Bi1C8B 
(图 76 )，A1C:8C=AC:B1C， 三 角形 41C4 相 似 于 三 角形 
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BICB， 记 以 人 DBC= 人 A 人 DA1C。 因此 8、DD、C、441 四 个 点 在 
一 个 圆周 上 ， 这 也 证 明了 4、D、C、B, 四 个 点 在 间 一 圆周 上 ， 
即 点 DD 是 三 角形 41BC 和 三 角形 4B8,C 的 两 个 外 接 圆 的 交点 ， 

注意 到 人 4DB8=180° 一 人 4DB,= 二 180" 一 人 A4C1B， 因 此 点 
4、D、B、C 在 同一 圆周 上 。 于 是 点 D 是 所 有 三 个 外 接 圆 的 交 
态 ， 而 根据 前 面 的 证 明知 直线 CC 经 过 点 O. 

183。 可 用 数学 归纳 法 来 解 这 个 题 . 

我 们 用 工 至 六 的 数 把 闪 个 人 编号 。 如 果 半 一 放 和 /2， 就 把 
号 码 为 的 人 介绍 给 号 码 为 的 人 人。 容易 看 到 ， 当 采用 这 种 结识 方 
法 时 ， 只 有 号 码 为 R 与 NM 一 k 的 人 有 相同 数量 的 熟人 。 所 以 任意 3 
个 人 不 可 能 有 相同 数量 的 熟人 ， 

184。1) 参 看 图 77 一 2，、 


my 
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图 77 一 1 区 77 一 2 

2) 我 们 在 棋盘 上 分 出 由 28 个 边 格 组 成 的 边 ， 王 在 走 避 整个 棋 
盘 时 曾 到 过 其 中 的 每 一 个 格子 。 再 把 这 些 格 子 按照 王 走 过 它 们 时 
的 先后 师 序 编号 。 王 的 整个 路 线 分 为 28 段 ， 从 格子 1 到 格子 2 ， 
从 格子 2 到 格子 3 ; … 从 格子 28 到 格子 1 . 而 且 王 的 路 线 不 自 
相交 ， 因 此 格子 1 和 格子 2 ， 格 子 2 和 格子 3 ，… 格 子 27 和 格子 
28， 格 子 28 和 格子 1 是 边 中 相连 的 格子 ( 例如 ， 如 果 格 子 1 和 格 
子 2 不 相 邻 ， 则 它们 把 边 分 成 两 部 分 ， 而 当 王 从 某 一 部 分 中 的 任 
何 一 个 格子 走 到 另 一 部 分 的 任何 一 个 格子 时 ， 它 的 路 线 要 与 格子 
1 或 者 格子 2 相交 ， 这 与 已 知 条 件 矛盾 。 ) 但 是 为 了 走 到 相 邻 秀 
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边 格 中 去 ， 王 应 该 在 某 一 步 中 从 -一 种 颜色 的 格子 改 走 到 乃 一 种 颜 
色 的 格子 ， 即 或 者 沿 着 垂直 线 走 ， 或 者 沿 着 水 平 线 走 。 由 此 得 出 
在 王 的 路 丝 中 至 少 要 走 28 步 。 
3 ) 显然 ， 王 走 过 的 路 线 长 度 不 小 于 64， 而 且 存 在 最 短路 线 
《图 77 一 2 ) 。 另 一 方面 ,我 们 证 明了 王 的 路 线 至 少 含有 28 条 长 度 
为 1 的 线段 。 所 以 王 能 够 沿 对 角 线 至 多 走 36 步 ， 因 而 整个 路 线 的 
长 度 不 超过 28 十 36w 2《〈 这 种 路 线 的 例子 见 图 77 一 1 ) 。 
185。 因 为 I!| 志 bc/2 志 bf/2, b 宇 V2. 
186。 设 每 条 直线 都 等 分 多 边 形 MM 的 面积 。 那 么 多 边 形 落 在 
由 这 些 直 线 构 成 的 每 一 对 对 顶 角 里 的 部 分 有 相等 的 面积 ( 图 78 中 
:的 531 sq S: 有 相等 面积 ) . 
我 们 把 已 知 多 边 形 M 和 它 关 于 点 0 对 称 的 多边 形 凡 一 起 考 
察 。 如 果 有 R 条 等 分 面积 的 直线 经 
过 点 O， 那 么 这 & 条 直线 所 成 的 28 
个 角 中 部 应 该 有 MM 与 M' 的 边界 的 
交点 。 但 在 多 边 形 的 每 一 条 边 上 至 
多 有 两 个 那样 的 交点 。 就 是 说 ， 如 
果 计 有 +n 条 边 ， 那 么 交点 的 个 数 不 
少 于 2k 个 也 不 多 于 2n 个 ,由 此 kn. 图 78 
187。 如 果 zz >>zl， 那 么 所 要 证 的 不 等 式 可 由 下 面 的 恒 等 式 
(zi 十 Ta 十 2 十 4 十 z6)2 一 (Zi 一 22 十 Za 一 24 十 T5) 
一 4(zi 十 zs 十 zs)Cz2 十 并 4) 
一 4(zizs 十 zazs 十 zsz4 十 Za 十 zz) 
十 425 (22 一 21)》 十 42124。 
如 果 zi >zz， 那 么 可 由 下 列 恒等式 得 出 
(zi 十 zz 十 Za 十 ZX4 十 25) 2 一 (zl 一 Z2 一 X39 十 X, 一 X25) 
一 4(zizz 十 zzzs 十 Zaz4 十 Z4Z6) 十 47a(Z1 一 2Z2) 十 47274。 
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注 ”一般 地 ， 不 等 式 
(zi 十 Xz 十 … 十 7 ) ?之 cn (T1172 十 XZ2X3 十 二 Tx1) 
对 二 下 列 ( 最 大 的 ) c, 成 立 : cz: 一 2，cs 一 3，C 一 4 ( 同时 在 
c, 取 这 些 值 时 不 等 式 对 于 所 有 不 一 定 为 正 的 x 者 对 ) ， 当 Cc, 二 4 
时 ， 对 于 一 切 ? 之 5 (zi>0 ) 也 成 立 . 最 后 的 结 论 可 从 n= 二 5 的 
情形 出 发 用 归纳 法 来 证 ， 如果 依次 连续 地 移动 足 人 码 使 .41 为 最 
小 ， 那 么 
(zi 十 zz 十 … 十 Zai)2 一 (1 十 Za 十 十 Zr) 
. 之 -4717s 十 4Z17e+1 十 47n7ny19 
27n41 (zz 十 … 十 zw_1) 十 (za 一 271) (Teri —27) > 0. 
188.。 答案 : 29 个 平行 六 面体 。 
可 以 指出 ， 如 果 指 定 了 六 面体 的 任意 顶点 和 三 个 “中 间 ” 平 
面 《 其 中 每 一 个 平面 都 与 六 面体 的 所 有 顶点 等 距 ， 即 经 过 六 面体 
-的 中 心 且 与 六 画 体 的 面 平 行 )， 那 么 六 面体 能 单一 地 被 确定 。 
对 于 4 个 已 知 点 KK、L、M 和 N( 不 属于 一 个 平面 ) 存 在 7 
不 与 这 些 点 等 距 的 平面 ( 它们 与 四 面体 KLMN 相 交 于 楼 的 中 


点 )。 可 以 用 C3 二 62 二 35 种 方法 从 这 ?7 个 平面 中 选 出 三 个 平 


1。2。3 

- 面 ， : 

但 是 我 们 需要 的 只 是 三 个 相交 于 一 点 的 平面 ， 因 此 应 该 从 35 
组 三 小 平面 中 去 掉 平 行 于 一 条 直线 的 那些 三 个 平面 。 共 有 6 组 这 
样 的 三 个 平面 ， 它 们 平行 于 四 面体 6 条 楼 中 的 一 条 .从 35 一 6 二 29 
组 三 个 中间， 平面 中 选择 一 组 ， 我 们 就 能 根据 已 有 的 4 个 顶点 
来 单一 地 建立 一 个 平行 六 面体 一 一 为 此 只 要 过 这 些 顶 点 作 平 行 于 
“中 间 ” 平 面 的 平面 。 

注 在 杂志 《KaanT》(1974， 了 5，C。50 ) 中 用 完全 另外 
的 计算 方法 画 出 了 所 有 29 个 平面 ， 在 这 个 方法 中 ，29 是 作为 
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1 十 4 十 12 十 12 的 和 得 到 的 。 
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189。 答 案 ; 1)10 个 问题 ，2)11 个 问题 ，3)12 个 问题 ，4)50 
个 问题 。 

1) 把 30 个 数 分 成 10 个 3 数组 并 打听 每 组 中 3 个 数 的 乘积 ， 显 
然 提 较 少 的 问题 是 不 行 的 ， 因 为 每 一 个 数 应 该 在 一 个 3 数组 中 。 

2) 把 G142as 、aliaias 和 aliaea7y 连 乘 后 ， 求 出 前 7 个 数 的 乘 
积 ， 再 把 其 余 24 个 数 像 1) 中 那样 分 成 3 数组 ,因此 在 这 种 情形 中 提 
较 少 的 问题 显然 是 不 行 的 。 

3) 把 491924s、414244。 和 41424s 连 洋 后 ， 求 出 前 5 个 数 的 屁 
积 ， 把 其 余 的 数 分 成 3 数组 。 

因为 任何 数 应 该 在 某 3 数组 中 ， 显 然 至 少 要 提 11 个 问题 。 

这 里 有 一 个 数 恰好 在 两 个 3 数组 中 ( 如 果 多 于 两 个 3 数组 ， 
删 存在 一 个 数 ， 它 不 在 任何 一 个 3 数组 中 ) 。 这 个 数 的 平方 在 记 
有 11 个 3 数组 的 乘积 中 ， 所 以 用 11 个 问题 我 们 不 能 打听 到 所 有 数 
的 乘积 。 

4) 用 50 个 问题 能 打听 出 a1azsas、 a24sas、- asasas、…、 
ualaz 的 乘积 ， 把 它们 连 习 后 ， 我 们 得 到 50 个 数 乘积 的 立方， 
它 就 等 于 这 50 个 数 的 有 乘积， 

少 于 50 个 的 问题 不 够 用 。 例 如 ， 如 果 我 们 不 知道 a1 626 的 条 
积 ， 那 么 存在 具有 不 同 乘积 的 两 组 数 ， 对 于 这 两 组 数 来 说 ， 所 有 
其 祭 三 个 数 的 箭 积 相同 ， 在 其 中 一 组 中 ，4a1 二 43 二 46 一 40 一 …… 一 
ass 二 1 ， 其 余数 都 等 于 -1; 另 一 组 全 由 1 组 成 。 第 一 组 中 所 有 
三 个 数 的 乘积 ， 除 了 a1424s 外 都 等 于 1 ， 在 第 二 组 中 所 有 乘积 都 
等 于 1 。 
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注 ” 对 于 可 以 打听 出 其 中 任意 3 个 数 乘积 的 ?个 数 , : 像 由 一 
3) 那 样 ， 提 问题 的 个 数 至 少 等 于 : &( 如 黑 n 二 3& ) ; 十 1《 如果 
?一 38 十 1 ) ; R 十 2 (如 果 n= 一 3R 二 2)。 如 果 只 人 允许 打听 沿 圆 周 与 
着 的 三 个 数 的 乘积 ， 当 ?被 3 整除 时 ， 应 该 提 n/3 个 问题 ; 而 当 " 
不 能 被 3 整除 时 ， 应 该 提 n 个 问题 ， 

190。 和 人 答案 ，11 一 36--52 。 

数 36 =6” 的 末 位 数字 等 于 6 ，5: 的 末 位 数字 等 于 5 ， 因 此 
数 |6“ 一 5 或 者 以 1 结尾 (如果 62>5: ) ， 或 者 以 9 结尾 (如 果 
62 <5: ) 。 

等 式 6” 一 5' 一 1 是 不 可 能 和 的， 否则 5'==(6--1) (6 二 1)， 而 数 
6 十 ! 不 能 被 5 整除 。 当 k=1 和 i==2 时 ， 我 们 得 到 364 一 5: 一 11， 

等 于 5 一 6” 一 9 也 不 可 能 成 立 ， 因 为 对 于 自然 数 六 5: 不 可 能 
被 3 整除 。 

191。1) 答 案 : 不 总 可 以 。 例 如 ， 如 果 在 边 长 为 2 的 正三 角 . 
形 的 每 一 边 上 作 高 为 1/10 的 等 腰 三 角形 ， 那 么 所 得 到 的 六 边 形 的 
所 有 边 都 将 大 于 1 ， 而 所 有 对 角 线 不 大 于 2， 

2) 答案: 总 可 以 。 三 条 对 角 线 4D.BE 和 FC 中 存在 夹 角 不 
小 于 60 的 两 条 。 例 如 设 它们 为 4D 和 BE。 作 平行 四 边 形 BEDK ， 
因为 BE 二 DK>2，AD 汪 >2 以 及 人 ADK 二 a 之 60', 那么 4K >2， 
但 是 4B 十 BK 之 AK 。 因此 或 者 4B>1, 或 者 ED=:BKSOSI. 

192。 册 三 角形 O01K1P 和 三 角形 PK,0O; 相 似 ( 见 图 79 ) , 我 
们 得 到 A ,P,PK,==Rr， 而 由 三 角形 41K10, 和 三 角形 4, KK,O 〇 ， 
相似 得 到 A41K1* 太 ;A,=Rr。 现 4 
在 不 难 得 到 K1,P=PK,=B, = 
VRr， 以 及 A,K,+K,A,> 
2V Rr ( 算术 平均 不 小 于 几何 平 
均 ) . 于 是 如 果 使 KK,A,= Er 
的 扣 4: 在 开 : 和 区 之 间 ， 那 入 梯 
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形 的 最 短 果 的 长 度 等 于 4 天 :十 开 开 十 形 :4 一 4w 丙 rr。 划 
果 A2,K, 之 K2L ， 即 VRr 之 Rr'2r/(R-7T)=-q，R 之 3r ， 那 


4 rR) 
公 1As>2V r++ RR rar CR 7 


于 是 ， 如 果 3r>R， 那么 腰 的 最 小 长 度 等 于 4v Rr。 
如 果 3r 志 R, 那 么 具有 最 短 腰 的 梯形 不 在 在。 同时 可 以 证 明 ， 


腰 的 长 度 大 于 V7 上 二 中、( 精确 估计 ) 。 
2r(R—r) Nb 


193。 把 所 有 向 量 都 放 到 某 一 点 o。 。 
_ 要 证 明 ， 如 果 已 经 选 好 4 个 向 量 ， 它 们 的 5 brd 心 ”|S 
和 s 一 05 (图 80 ) ，|s|<1， 那 么 可 以 从 其 ¢ 
余 向 量 中 或 者 选择 1 个 向 量 @ ,使 1s+ <<1 
或 者 可 选择 两 个 向 量 b.c, 使 Ts+b+ cl<l,， eo 


事实 上 ， 如 果 在 其 余 向 量 中 有 向 量 4 使 和 《2 ，s ) 之 120"， 则 
1 s 十 @1<1。 如 果 没有 那样 的 向 量 ， 因 为 直线 OS 的 两 侧 都 有 疝 
量 组 中 的 向 量 ， 那 么 可 以 在 OS 的 一 全 的 半 平 面 中 ， 选 择 与 向 量 
s 构 成 最 大 角 的 一 个 向 量 作为 上。 同样 也 可 以 在 0 的 另 一 侧 的 
半 平 面 中 选择 向 量 。 显 然 ，Z(c ，3) 与 <(5，s) 中 有 一 个 
是 钝 角 ， 而 忆 ( 言 , 过 )>120". 不 妨 设 人 ( 言 ， 写 )>90*， 那 么 
信之 V3 而 和 这， 了 )>120', 因 此 | 了 + 了 + 51. 
于 是 如 果 首 先 把 向 量 了 2 、 再 把 向 量 < 归并 到 和 为 的 向 量 组 中 ， 
那么 每 一 步 之 后 的 和 的 长 度 应 该 小 于 
注 、 我 们 证 明了 可 以 用 3 代替 2 。 更 精细 的 推理 表明 ， 总 
可 以 把 向 量 编号 ， 使 最 初 的 向 量 之 和 的 长 度 不 超过 w 5/2， 同 时 
这 个 估计 已 很 精确 了 。 例 如 ,2n 十 1 个 向 量 中 一 个 向 量 为 (-1,0)， 
n 个 为 (1An，MVIT 二 17mx)， 另 外 ?个 为 (1/n, 一 V1 一 1/n* )。 这 
个 例子 表明 ， 常 数 /5 /2 不 能 代 之 以 较 小 的 数 。 
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又 注 ”也 可 证 明 m 维 空间 中 的 类 似 定理 即 施 泰 尼 茨 引 理 ， 
同时 对 于 任意 问 量 范 数 , 相应 的 施 泰 尼 鞠 常数 不 超过 mr。 

194。 答 案 ， 数 c、b、c 中 的 两 个 等 于 0 ,第 三 个 为 土 1〈 共 
6 个 解 ) 。 

首先 把 z==y==z 二 1 代入 已 知 条 件 ,然后 把 x-=y=0，z=1, 最 


后 把 z 王 1，! 一 一 1，2z 一 0 代入 已 知 条 件 中 去 ， 得 到 | a 十 b 十 c= 
1，|cj 二 121+ ec =1，|c 一 5 | 十 [15—c|++|c-al= 
2,. 因 为 1a+5b++c|=1Jal| 十 i161 十 1c|, 那 么 ,所 有 数 a.b、c 


的 符号 相同 , 即 ab 守 0, bc 之 0,ac 之 0. 可 是 ， 不 等 式 

la-b|+|lb-cl+|lec-al<2lal+2|6|+21e | 
二 2《 由 |a--b| 夺 1a| 十 161 以 及 两 个 相似 不 等 式 得 出 ) 中 
的 等 号 只 当 ab 委 0，pc 委 0,ac 委 0 时 成 立 。 由 此 cb 一 bc= ac 一 0， 
因而 se、2、c 之 中 的 两 个 等 于 0， 而 第 三 个 的 模 等 于 1( 这 可 从 三 
个 方程 中 的 任何 一 个 看 出 ) 。 | 

195。 设 政 为 直线 B 肌 和 AD 的 交点 (图 81) ,由 三 角形 4BF 和 
三 角形 BfC 全 等 ( 直角 边 和 锐角 相等 ) 得 出 : AF=BP= 5Q， 
FD==CQ; 因 此 QCDA 为 矩形 . 它 的 外 接 圆 周 经 过 点 是 (FC 为 这 
个 加 周 的 直径 , 而 和 FHC=90°'), 因 
为 DQ 也 是 直径 , 则 有 人 DHQ=90*， 

196。 为 了 证 明 只 要 注意 到， 在 
把 任何 一 个 “ 奇 > 点 重新 涂 成 其 它 颜 
色 后 ， 端 点 颜色 不 相同 的 线段 的 条 数 
至 少 减少 1 。 因 此 重新 涂 色 只 能 进行 
有 限 次 ， 有 限 次 重新 涂 色 后 就 不 存在 : 
任何 奇 点 了 。 图 81 

197。 管 案 ; n= 二 hk， 且 k 二 1、8 或 9， 

如 果 m "有 AR 个 数字 ,而 久 有 ”个 数字 , 则 104-1<re<<104，10wsi 
<A <10"。 为 确定 起 见 , 设 nz 志 2 有 那么 mm<<10"， 印 p<10 和 A&<<10。 
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剩 下 验证 22<10,33<<100,44<10s ,55<104,68<<105 ,77<<108 ， 
107<83 -一 108 ， 10 <9° < 一 10" 。 

198。 把 三 角形 48C 绕 着 顶点 C 转 动 90" ,使 点 A 变 为 点 B。 那 
么 忌 变 为 直线 4C 上 的 点 已 , 对 于 它 有 FBJCLY DDK, 且 FC= 
CD, 因 此 BL=LK, 

199 。1 ) 答案 ; 可 以 。 

对 于 老鼠 的 任何 位 置 应 该 这 么 放 猫 ， 使 得 老鼠 在 它们 之 间 
的 、 且 平行 于 棋盘 一 条 对 角 级 的 线段 上 。 而 当 老 段 每 走 一 步 时 ， 
猫 应 该 这 么 来 移动 ， 使 得 老鼠 仍 像 以 前 一 样 在 猫 之 间 的 且 平 行 于 
对 角 线 的 直线 上 ， 

2 ) 过 老鼠 作 两 条 平行 于 对 角 线 的 线段 ， 并 去 掉 这 些 线段 上 

的 格子 ， 在 棋盘 上 剩 下 的 4 个 部 分 中 有 一 部 分 没有 猫 。 所 以 ， 老 
鼠 应 该 往 边缘 方向 走 到 这 一 部 分 中 去 。 显 然 ， 猫 不 能 抓 住 它 ， 因 
为 猫 走 任何 一 步 之 后 ， 老 鼠 在 任何 方向 上 都 可 以 避 开 猎 . 

200。1 ) 为 了 得 到 所 要 求 的 摆 法 ,我 : 们 把 所 有 数 瑟 成 一 
行 ， 在 左 半 行 中 写 上 偶数 、 右 半 行 中 写 上 奇数 。 同 时 左 、 石 不 同 
两 半 中 的 任意 两 数 之 和 的 1 2 不 是 整数 ， 因而 不 包含 在 这 两 六 之 
中 ， 然 后 再 把 每 一 半分 成 两 部 分 ( 两 个 1/4 ) ， 并 把 形式 为 4 、 
4k 十 2、4k 十 1 、4k 十 3 的 数 分 别 放 到 这 4 个 部 分 中 去， 左边 一 半 
中 不 同 部 分 的 两 数 之 和 的 1/2 是 奇数 ， 因而 不 包含 在 这 两 个 部 分 
之 中 ， 同 样 ， 右 边 一 半 中 不 同 部 分 的 两 数 之 和 的 1/2 是 偶数 ， 也 
不 包含 在 右边 这 一 半 的 两 部 分 之 中 ， 继 续 把 每 一 部 分 再 分 成 两 部 
分 ， 而 此 时 的 “偶数 ”、“ 奇 数 ” 由 它 除 以 8 时 所 得 的 不 同 余数 
来 决定 。 最 后 得 到 的 摆 法 如 下 ， 
8,24，16，32，4，20，12，26,6，22,14，30,2，18，10，26， 
7, 23, 15, 31, 3, 19, 11,. 27,5, 21,13,29, 1, 17, 9, 25,. 

2 ) 为 了 证 明 这 个 结论 对 于 任意 数 六 成 立 ， 只 要 证 明 它 对 
一 2 成立 (可 把 多 余 的 数 去 掉 ， 例 如 ， 从 128 三 2 个 数 的 摆 法 中 
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可 以 去 掉 大 于 100 的 数 ， 因 此 得 到 了 入 二 100 个 数 的 摆 法 。 ) 基本 
思想 已 在 1 ) 的 解法 中 叙述 过 ， 可 用 数学 归纳 法 来 更 简洁 地 叙述 
证 明 ， 

对 于 n==1 和 nn 二 2， 结论 显然 成 立 : 摆 法 上 1] ，2 ), (2, 4， 
1 ，3 ) 符合 要 求 。 如 果 a 、a: 、…、a.) 为 N 个 数 1 、2 、… 
入 (==2" ) 的 满足 条 件 的 摆 法 ， 则 不 难 证 明 

20: 、2a2…'201、201: 一 1，2a2 一 1、…2aN -1 
将 是 2N 个 数 1、2 、…、2 N( 2 N=2"'!) 的 满足 条 件 的 摆 法 : 
对 于 不 同 的 两 半 中 的 数 考虑 它们 的 奇偶 性 ， 对 于 同一 半 中 的 数 则 
根据 归纳 假设 . 
201. 答案 ，15 个 数 。( 111、222、… .999、407 518、629、 
370、481、592 ) 。 

设 ope 为 所 求 之 数 ， 它 应 满足 : 

pc 十 acp 十 pac 十 bca 十 cap 十 cpa= 6abc. 

划 此 ，222(《a 十 5 十 c) 一 6(100a 十 100 十 c ) 或 者 7a 一 38 十 4c。 
这 个 方程 可 以 用 枚 举 一 切 方案 的 方法 来 解 《 例如 ， 依次 设 a= 二 1， 
2，…，9， 并 解 所 得 的 方程 ， 计 算出 数字 b,c，) 。 而 简化 枚 举 就 
有 可 能 来 考虑 整除 性 ,例如 ,方程 可 写 为 7 (a 一 b ) =4 (cb )， 
由 此 或 者 c 一 0 一 cj 或 者 a 一 b 二 4，c 一 6 二 7 (那么 o 芝 5 和 2 ) ;或 
者 6 一 a 二 4，b 一 c= 二 7( 那么 7 志 b<<9 ) . 

202。 我 们 考察 已 知 多 边 形 项 点 的 集合 ， 并 从 中 选择 4、B、 
三 个 顶点 ， 使 三 角形 A4BC 的 面积 为 最 大 ， ( 显然 ， 三 角形 4BC 
的 面积 不 小 于 能 够 放 入 多 边 形 P 内 的 任何 三 角形 的 面积 ， 在 下 面 
我 们 要 利用 它 的 特殊 情形 。)  “. 

庙 肝 为 多 边 形 P 的 任意 点 ， 因 为 三 角形 MBC 的 面积 不 大 于 
4ac， 则 A 以 在 以 直线 BC 为 对 称 轴 的 带 形 中 ， 这 个 带 形 的 宽度 等 于 
从 顶点 4 所 作 光 和 俯 A4BC 之 高 的 两 倍 . 对 于 三 角形 MAB 和 三 角 
形 必 CA 作 同 样 的 推理 ， 我 们 得 到 了 多 边 形 的 所 有 点 属于 所 作 的 
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三 条 带 形 的 交集 一 一 三 角形 4 BC 

( 图 82 ) ， 它 的 面积 等 于 4 4ec 一 4。 AA 
注 “ 类 似 的 推理 在 第 80 题 中 见 到 过 . 本 

在 那里 我 们 实质 上 证 明了 A4/ B'C' 是 使 f 


三 个 面积 Syw4as、S mac、 Suc4 都 不 超过 ” EB A 
946c 的 点 M 之 集合 。 学 \ 
203。1 ) 函数 在 区 间 [0，1] 上 单调 A 
不 减 ， 因 为 由 ! 之 x 之 y 之 0 图 82 


得 出 f(z) =f ( (zy) +y) > (ry) +f (9y) >f 09). 
此 外 ， 对 一 切 z 有 f( 2z ) 之 2f (x)。 利用 这 些 事实 我 们 得 到 ; 
当 1/2<z 委 1 时 ， f (x)<f (1) <27; 


| 


1 | -1 1 
当 字 二 T ?< 时 ， f(x) <—i ( 2x ) < 


因为 上 (0 ) =0， 则 对 一 切 x 有 f (2x) 委 2z。 C 
2 ) 答案 : 不成立。 


fo 当 0<z<， 
例如 : I (x)= 1 
| TE1, 
这 个 函数 满足 此 题 的 一 切 条 件 ， 然 而 
f(0.51)=1>1.9. 0.51=0.969, 图 83 
204。 答 案 ; 1/8。 因 为 ( 图 83 清 楚 地 表 出 ) 
CG 1 
天 这-<< 人 < 休 ~ 
那么 Ca 和 MDM， 因 此 scris 委 ouuwk。 这 也 证 明了 
SAat MILLM, Sp gtiOkRKRL,. 
设 $ 为 三 角形 KLM 和 三 角形 4, B.C 的 公共 面积 ,把 所 得 的 不 等 
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1 ， 


Sapc 一 SSgy SM tS KR =SI SK WL, 


由 此 25 之 S4.a,c, 二 二 ， 即 S 之 二 如 果 点 MM 与 点 C1 重合 ， 则 L 
与 C 重 合 ， 而 KK 与 4 重合 ,那么 S 一 十 。 


第 九 届 


205。 如 果 圆 的 弦 QiQ: 能 由 弦 忆 , P, 绕 着 扩 O 旋 转角 得 到 ， 
那么 直线 PP: 和 QiQ: 的 交点 刃 可 以 先 由 总 P, P: 的 中 点 M 绕 着 点 
OO 旋转 a/2 角 (同时 点 村 变 为 线段 OR 上 的 菜 个 点 MM'), 再 作 一 个 同 
位 相似 变换 而 得 到 ,这 个 同位 相似 的 中 心 为 O、 系 数 k 二 1/cos(a/2) 
二 OR : OM 二 OR : OM' .再 把 这 些 设想 用 于 解 题 . 

1) 三 角形 4:B:L: 可 利用 外 接 变 换 由 三 角形 KLM 
得 到 ， 而 点 天、Z、M 是 三 角形 4BC 三 条 边 的 中 点 。 因 为 
人 KLM 人 A;B;C;, 且 入 KLM 吕 八 4BC, 我 们 得 到 人 4BCoc 
人 4,B,C,. 

2 ) 此 题 条 件 中 的 四 边 形 是 由 四 边 形 4BCD 各 边 中 点 所 构成 
的 四 边 形 通 过 相似 变换 得 到 的 ， 但 是 任何 四 边 形 的 任何 边 之 中 点 
都 是 平行 四 边 形 的 顶点 . B 


206。 答 案 ，17/4。 
”首先 指出 ， 第 二 个 人 能 达到 几 
X koh 
| 


Sxrz 1/4 而 不 依赖 于 第 一 个 人 ~ 

如 何 游戏 。 为 此 他 只 要 选 择 了 ， WwW ~ 
使 YAA4C( 图 84)， 那 么 对 / 

于 底 边 4C 上 的 任意 点 2， 将 有 不 Z 

等 式 。 图 34 
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A ， 


六 一 广大 ,第 一 个 人 到“ 边 、4C 这 的 中 碟 作 为 上 
矿 、7 之 后 ， 就 能 保证 自己 有 Sxyz 二 1/4, 而 不 
依赖 于 第 二 个 人 的 选择 。 
207. 答案 ;4 十 4wW 2 十 8W 5 十 8W10 二 8wW13。 因 35 
我 们 把 32 边 形 人 4 “49 的 边界 表示 为 32 个 向 量 之 和 :， 44 十 
44s 十 … 十 ds:4 一 0。 

因为 可 以 把 32 个 方向 不 同 的 且 和 为 0 的 关 量 大 一个 站 
形 ， 此 题 就 归结 为 求 32 个 向 量 ， 使 满足 条 件 : 

1 ) 每 一 个 向 量 的 起 点 和 终点 在 格 纸 的 结 点 上 ; 

2 ) 任意 两 个 向 量 的 方向 不 同 ; 

3 ) 所 有 向 量 之 和 等 于 0 ! 

4 ) 满足 条 件 1 ) 一 3 ). 时 ， 一 切 向 量 长 度 之 和 为 最 小 。 

我 们 把 所 有 向 量 都 移 到 一 个 点 上 ， 并 认为 在 图 85 中 表示 的 32 
个 向 量 满足 条 件 1 ) 一 4 )。 在 这 些 向 量 之 中 有 4 个 长 度 为 1《 图 
85 中 没有 ) ，4 个 长 度 为 V 2， 另外， 长 度 分 别 为 V5 、w10、 
M13 的 向 量 各 有 8 个 。 

注 ”可 以 用 类 似 的 4 密 填 水 平 线 ” 方法 (选择 n 组 各 有 4 个 不 
同 向 量 的 向 量 组 而 县 它们 的 长 度 最 小 ) 来 构造 4m 边 形 ， 使 它 有 最 
小 的 周 长 、 且 顶点 在 结 点 上 。 
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_ 208。 答案，1 ) k=21; 2 )k=52( 图 36 ) 。 
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和 44 正方形 内 的 点 的 数量 。 设 2 为 在 
第 ! 行 中 点 的 个 数 ， zz 一 R。 如 果 在 某 一行 中 标 出 了 某 两 个 格子 


-的 中 心 ， 那么 在 其 它 任何 一 行 中 不 可 能 标 出 那样 的 两 个 格子 来 。 
在 第 行 中 共计 标 出 了 zi(z; 1)/2 组 格 于 (每 组 两 个 )、 因 为 所 有 
下 从 格子 组 个 相同 ， 民 么 它们 的 总 和 不 多 于 za(m 一 1)72， 即 


ri (ri—1) mm (m1) 
和 
册 此 得 出 


ri<m( mi ) Fim] ) +k; 


一 | 


因为 于 2 之 (mi 十 za 十 za) 3/ 加 二 frm 


i= 1 
我 们 得 到 个 等 式 &"/m<m ( m 一 1 ) 十 k&。 册 这 个 不 等 式 得 到 
ht hm 3 (#%) 


当 m=7 与 m 二 13 时 我 们 得 到 h<21 及 h<52 

注 在 解 这 个 题 时 最 使 人 不 解 的 是 实现 精确 估计 的 例子 (参加 
奥林匹克 竞赛 的 学 生 们 是 用 类 似 的 、 借 助 于 对 称 映射 的 方法 求 得 
的 ) ， 我 们 指出 建立 例子 的 方法 。 

在 1 ) 的 例子 中 ， 用 由 0、1 组 成 的 且 异 于 (0，0，0 ) 的 3 数 
组 来 作为 行 ( 列 ) 的 “号 码 ”, 这样 的 3 数组 正好 ?7 个， (1, 1, 
1)、 (1l, 1,0)、 (i, 0, 1)、(0, 1,1) (1, 0, 0).、 
(0, 1, 0)、(0, 0,1),， 

如 果 aizi 十 azzz 十 aszs 是 偶数 ， 我 们 标 出 行 (o:，az，as ) 和 列 
( x1， TV29 zs ) 的 交点 上 的 格子 。 
在 2 ) 的 例子 中 ， 利 用 9、1、 一 1 组 成 的 、 且 蜡 于 ( 0，0， 
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0 ) 的 3 数组 来 表示 行 和 列 的 “号 码 ”， 同 时， 如果 两 个 数组 中 的 
一 个 能 由 另 一 个 乘 以 (一 上 ) 而 得 到 ， 我 们 只 用 其 中 的 一 个 。 这 
些 3 数组 正好 13 个 ，(1，1，1) 、(1，1，0) 的 三 个 重 排 、 
(1，1, 一 1 ) 的 三 个 重 排 、 (1 一 20 ) 的 三 个 重 排 《1，0， 
0 ) 的 三 个 重 排 。 如 果 a1z1 十 aazs 十 aazs 能 被 3 整除 ， 我 们 标 出 
行 (q1，as;，4as ) 和 列 (zi，xzs，zas ) 交点 上 的 格子 。 
这 是 由 p= 二 2 和 p= 二 3 个 元 素 构 成 的 域 上 的 有 限 射 影 平面 的 结 

构 ， 点 对 应 于 列 ， 射 影 平 面 上 的 直线 对 应 于 行 ， 而 此 题 条 件 中 所 
要 求 的 表格 性 质 归 结 为 ， 过 每 两 个 点 有 一 条 直线 且 每 两 条 直线 相 
交 于 一 个 点 。 ( 如果 aizl 十 azzz 十 as7s 按 模 p 等 于 0， 则 直线 
( a1, ads， as ) 包含 点 《zi， zz，X3s ) 。 

可 以 证 明 ， .只 有 当 m= 二 =p: 十 p 十 1 时 不 等 式 ( %* ) 才 变 成 等 
式 ， 其 中 p 为 自然 数 ， 这 里 &=( p 十 1 ) 《Pp: 十 p 十 1 ) .对 于 那 
样 的 m 和 &， 相 应 的 才 格 是 否 存在 的 问题 很 复杂 ， 它 归结 为 有 有限 
个 bp 阶 的 射影 平面 的 存在 性 问题 ( 在 一 般 形 式 中 不 可 解 ) ; 当 p- 
是 奇数 时 ， 这 个 问题 的 回答 是 肯定 的 、 

209。 四 边 形 B1B,BsB。( 图 87 ) 的 
面积 等 于 四 边 形 414;4;4, 面 积 的 四 
z 分 之 一 ,因为 它 的 对 角 线 只 Bs 和 Bb。 
与 对 角 线 4,4,、A414, 平 行 且 等 于 它们 
”的 一 半 , 而 且 凸 四 边 形 的 面积 可 用 公式 
$= 二 did,sin g/2 表 示 ， 其 中 qd 、d; 是 


它 的 对 角 线 之 长 ， 9 是 它们 之 间 的 夹 图 87 
角 。 辐 样 四 边 形 B1B,BsB ,的 面积 等 于 四 边 形 414.4s 4 面积 的 
四 分 之 一 . 


210。 当 ?一 1 时 ，4 个 数 11、21、12、22 满 足 和 条件， 我 们 用 愉 
纳 法 来 进行 证 明 。 
用 a’ 表示 用 下 列 替换 后 从 数字 a 所 得 到 的 数 ， 用 2 代替 1， 用 1 
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代替 2。 而 用 cb 老 示 把 数 5 添 写 到 上 所 得 到 的 数 ， 设 已 经 构造 出 
由 2"*! 个 数组 成 的 集合 : 它 的 每 个 数 都 为 2 位 数 ， 同 时 这 些 数 中 
的 任意 两 个 都 至 少 在 2 :个 数位 上 的 数字 不 相同 。 我 们 考察 由 数 
aa 和 aa’ 构成 的 集合 4,,1， 其 中 aE€ .A4,。 记 有 这 些 数 都 是 2"*! 位 ， 
它们 共有 2 个。 此 外 ， 其 中 任意 两 个 数 至 少 在 2" 个 数 位 上 不 相 
同 。 事 实 上 ,- 对 于 任意 a、b， 数 aa 和 aa’ 、aa 和 4&6' 恰好 在 2" 个 数 
位 上 不 相同 ( 在 使 4*、6 不 相 辣 的 那些 数位 上 ，a’ 和 以 相同 ， 反 过 
来 也 对 ) ， 根据 归纳 假设 ， 数 aa 和 6b 至 少 在 2: 个 数位 上 不 相间 
结论 得 证 。 

211。 对 某 一 条 直线 作 所 有 多 边 形 的 投影 .每 一 个 多 边 形 的 投 
影 都 是 线段 ,同时 由 已 知 条 件 知道 任何 两 条 线段 有 公共 点 ,由 此 得 
到 所 有 线段 有 公共 点 (为 了 证 实 这 一 点 ， 只 要 把 已 知 直线 看 作 数 
轴 ， 并 取 这 些 线段 中 离 原点 最 近 的 右 端 点 ) 。 牌 直 于 已 知 直线 、 
并 通过 上 述 公共 点 的 直线 与 所 有 多 边 形 都 相交 ， 

212。 不 失 一 般 性 ， 可 以 认为 ，a 守 6b 之 c。 那么 (a 一 c) (4b 
一 ) 守 0， 由 此 ，c? 十 abc 之 ac? 十 bc*， 只 要 证 明 a? 寺 63-2abe 
之 ab (a++6b) 十 a*c 十 b*c， 即 证 (a 一 b )? (a+b 一 c ) 污 0 即 可 ， 

注 ”容易 看 到 ,只 有 当 o=6=c 时 ， 


所 给 不 等 式 中 的 等 号 成 立 。 、 
213。 如 果 一 个 苍蝇 在 顶点 4, 那 么 全 的/ 
由 苍蝇 构成 的 三 角形 的 重心 在 三 角形 “全 g 
ADE 中 (图 88), 其 中 DE : BC=2:3。 8 NN C 
因为 其 中 一 只 苍蝇 到 过 所 有 顶点 ,那么 图 ae 


世 蝇 三 角形 的 重心 应 该 属于 图 中 用 斜 线 标 出 的 三 个 三 角形 。 这些 
三 角形 的 唯一 公共 点 是 已 知 三 角形 的 重心 。 

214。 设 p 为 0 的 个 数 ，9 为 1 的 个 数 ，* 为 2 的 个 数 。 每 一 步 之 
后 所 有 三 个 数 p、g 和 +r 都 增加 或 减少 1， 因而 奇偶 性 也 随 着 改变 。 
当 在 黑板 上 只 剩 下 一 个 数字 时 ，p、g 和 + 中 的 一 个 恋 为 1， 为 外 两 
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个 变 为 0，。 所 以 ， 超 初 这 些 数 中 的 一 个 数 的 奇偶 性 异 于 为 外 两 个 
数 的 奇偶 性 ， 它 所 对 应 的 数字 仍 在 黑板 上 、 

215。 设 41、 用 ;,、…、4, 为 直线 与 带 形 下 边 绿 的 交点 ， 且 仿 码 
的 次 序 是 从 左 向 右 ; B81 、B;、…、,B, 为 直线 与 带 形 的 上 边 绿 的 交 
点 《也 是 按照 从 左 向 右 的 次 序 ) ， 按 照 数 1、2、…、% 的 顺序 把 
从 点 4 、4  、…、4, 出 发 的 道路 编号 ， 从 构造 道路 的 规则 得 出 
以 下 性 质 : 

1 ” 每 条 道路 恰好 通过 每 条 直线 的 1 条 线段 。 

2" 相 邻 的 第 R 条 和 第 &R 十 1 条 道路 以 顶点 相 接 ， 同 时 第 & 条 
在 第 k 十 1 条 的 左边 (8=1，2，…，7n 一 1 ) ， 不 相 邻 的 道路 一 般 
没有 公共 点 ， 

3” 第 k 条 道路 结束 于 点 B，. 

下 面 米 进行 证 明 。 

1 ) 我 们 研究 有 偶数 号 码 的 道路 ， 由 性 质 1“， 它们 个 可 能 有 
公共 点 ， 而 这 些 道路 至 少 有 ?V/ 2 条 ， 

2 ) 我 们 用 两 种 方法 来 计算 在 所 有 道路 上 的 线 眉 总 数 . 任 一 
条 直线 上 的 每 一 条 线段 4;B,,1- ;被 它 与 其 余 直 线 的 交点 分 为 条 
线段 ， 因 此 共有 ?22 条 线段 。 另 外 根据 性 质 1 "也 能 求 出 这 个 和 数 
2， 只 要 把 * 条 道路 上 的 线段 的 条 数 加 起 来 。 因 此 至 少 存在 一 条 
道路 ， 在 这 条 道路 上 的 线段 不 少 于 ”条 . 

显然 ，2 ) 也 可 由 4 ) 得 到 ， 

3 ) 现在 来 估计 第 1 条 和 第 n 条 道路 上 线段 的 数目 。 

这 些 道路 转 成 一 个 出 集 合 , 它 在 第 1 条 的 左边 .第 n 条 的 右边 、 
第 1 条 道路 在 角 41PBi 的 内 部 , 第 2 条 道路 在 角 4,PB, 的 内 部 ， 
其 中 是 直线 41B, 与 4,Bi1 的 交点 。 其 它 直 线 4, B,-1、4;B,-:、 
…、A,-1B: 只 能 与 第 1 条、 第 n 条 道路 之 一 有 公共 线段 ( 即 在 点 
P 同 侧 的 有 公共 线段 ) 。 于 是 在 第 1 、 第 ?两 条 道路 中 线 段 至 多 


有 4 十 ("一 2 ) 条 。 因 此 在 其 中 的 一 条 中 至 多 有 二 十 1 条 线段， 
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4 ) 我 们 来 考察 中 间 道 路 ， 如 果 # 为 奇数 ， 它 的 拯 权 为 四 一 
(7 十 1 ) /2， 如 果 " 为 偶数 ， 其 号 码 为 m==n/2， 我们 要 证 明 它 经 
过 所 有 直线 ( 几 89)。 事 实 上 ， 它 把 4 A: As 445 As 
带 形 分 成 两 个 部 分 ， 线 段 41B，、 ~ AAA 
4 了 、…、-4.DB 都 从 区 域 中 的 
一 个 点 出 发 (这 个 点 可 能 在 边界 
上 ) 而 结束 于 另 一 个 点 。 所 以 它们 
中 的 每 一 条 线段 都 与 中 间 道 路 有 公 ”图 89 
共 点 ， 因 而 有 公共 线段 ， 

注 在 此 题 中 有 趣 的 是 求 出 最 长 道路 中 线段 数目 的 最 好 估 

计 。 


Bi B; Bs Be Bs Bs 


216。 答 案 : 为 偶数 时 可 以 ，& 为 奇数 时 不 可 以 ， 

例如 ， 当 有 为 偶数 时 ， 可 以 做 一 个 由 2X2X 1 个 黑白 相间 的 小 
块 组 成 的 立方 体 。 

现在 假设 ， 当 6 为 奇数 时 能 组 成 一 个 所 要 求 的 立方 体 、 用 线 
段 连 结 相 邻 小 白 块 的 中 心 ， 那 么 经 过 每 一 个 中 心 有 2 条 线段 。 这 
样 的 一 组 线段 构成 一 条 或 若干 条 闭 折 线 。 我们 指出 ,由 长 度 相 同 、 
号 有 三 个 两 两 相互 垂直 方向 的 线段 组 成 的 财 折 线 的 边 数 是 偶数 
( 每 一 个 方向 上 的 边 数 也 是 偶数 ) 。 于 是 白色 小 立方 体 的 个 数 是 
偶数 ， 这 也 证 明了 黑色 小 立方 体 个 数 的 奇偶 人 性。 矛盾. 

217。1 ) 可 以 取 多 项 式 P (zx ) 的 所 有 系数 的 一 切 数字 之 和 
作为 数 >， 那 么 对 于 任意 之 no。， 其 中 1 是 使 10” 大 于 记 有 系数 
的 数 ， 有 ai0o: 二 5， 

2 ) 可 以 所 1 ) 的 结果 用 于 多 项 式 Q (x) =P(zx+d), 其 
中 d 为 大 的 自然 数 ， 间 时 ， 当 xz 一 ro (qd ) 足够 大 时 ， 对 于 任意 
PrZzo， 数 Q (10" ) =aiosi 的 所 有 数字 之 和 相同 。 当 然 ， 还 需 
要 验证 条 件 : Q(z ) 的 所 有 系数 的 符号 相同 。 

当 d >0 足 够 大 时 ， 多 项 式 Q (x ) =P(x-Hd ) 的 一 切 系 数 的 
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符号 都 与 多 项 式 P (xz) 一 poz" 十 bz :十 … 十 加 的 首 项 系数 p 
的 符号 相同 。 我 们 指出 两 条 证 明 的 途径。 四 
1” 多 项 式 
Q(x) =po (rtd) "tp (rtd) ++p, 
二 po (z" 十 Cazx" id 十 … 十 C1!ixd”-!d*) 十 
Fp (2: + md+ td ) 十 … 十 加 
一 goz" 十 qi1《d ) xz"! 十 … 十 q,(d ) ， 其 中 qs(d ) 是 d 的 
多 项 式 ， R=0, 1, ***, 1, 同时 gs (4 ) 的 次 数 为 k， 且 首 项 是 
PoCsd* 《qo 就 等 于 p。) ， 那 么 在 g>d 足够 大 了 时， 每 一 0 (Cd ) 
的 符号 与 po 的 符号 相间 。 
2* 如 果 多 项 式 已 (z ) 前 若干 个 系数 p。、p;、…、p,-s 有 相 
同 的 符号 , 那么 对 已 (z) 作 下 列 变换 :已 (z) 一 已 (z 十 4 ).=Q(z)， 
就 得 到 一 个 多 项 式 ， 其 系 数 Gse、9gi、……、 4,-* 有 相同 的 符号 ， 


且 gars =PpoC ld" +p Cid + + psd + pe- 
当 d 足 够 大 时 也 有 相同 的 符号 。 于 是 经 过 n 一 1 步 变 模 之 后 ， 我 们 


就 能 从 任意 多 项 式 P (zx ) 得 到 所 有 系数 的 符号 都 与 be 的 符号 相 
同 的 多 项 式 。 


注 这 里 利用 了 下 面 的 事实 : 二 项 式 (a 十 的 "一 Ctatbe 
h=1 


的 系数 C* 都 是 正 数 。 


218。 我 们 来 考察 记 界 冠军 赛 有 7 个 参赛 队 的 情形 . 
”1 ) 答案 。 如 果 n 宕 3, 则 = 二 n 一 2( 特 别 , 当 1n 二 20 时 ,k= 二 18)， 
在 世界 冠军 赛 中 比赛 的 总 分 等 于 n(n 一 1 )( 取胜 得 2 分 ,平局 
得 1 分 ， 失 败 得 0 分 ) 、 在 欧洲 冠军 赛 中 总 分 为 E(k 一 1 ) 分 。. 
设 z 为 欧洲 冠军 在 世界 冠军 赛 上 所 得 的 分 数 ， 而 ! 为 它 存 与 网 
洲 队 比赛 中 得 到 的 分 数 ，z 之 Jy。 设 其余 的 每 一 个 队 在 世界 冠军 赛 
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中 取得 的 分 数 天 子 z， 即 不 小 于 z 十 1 分 ， 那 么 7 十 《1 一 1) (zx 十 1) 

< (一 0) 或 者 rz<n 一 2 十 荆 ， 而 因为 z 为 整数 ， 则 z<cn 一 2。 
其 余 每 一 个 欧洲 队 在 欧洲 冠军 赛 中 至 多 得 y 一 分 因此 

y+i+(y—1)(k—1)>h(R—1 ) ， 或 者 y> 一 天 ， 而 因为 y 为 整数 ， 


VDR， 于 是 RSVS<zsr 一 2， 即 F<cn 一 2， 


企图 90 一 ! 中 举 出 了 锦标 赛 记分 表 的 例子 , 它 反映 了 欧洲 冠军 
( 第 3 个 队 ) 可 在世 办 对 下 奖 中 得 分 最 少 ， 
加 


AB 
6 | 3 Qn 
.5 1 “4 To] 
0 王 
+ 6: 
更 7 / 
» bertoritol 5 


nonoungy 
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图 90 一 3 图 90 一 4 图 90 一 5 
图 90 一 1: 冰球 冠军 赛 ，n 个 队 ，k 直 x 一 2， 从 第 3 队 至 第 n 队 
是 欧洲 队 ， 第 3 队 是 欧洲 冠军 队 。 图 90 一 2， 篮球 冠军 赛 ，" 一 8， 
R=3， 第 6、7 、8 队 是 欧洲 队 ;， 第 6 队 是 欧洲 冠军 队 ，A4 队 和 8B 队 
是 增补 队 。 图 90 一 3: 篮球 冠军 赛 ,，n 二 7，k 二 3， 第 5、6、 ? 队 是 
欧洲 队 ， 第 5 队 是 欧洲 冠军 队 ， 4 队 和 8 队 是 增补 队 。 图 90 一 4; 
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链球 冠军 赛 ， 1 一 6，R 一 2。 图 90 一 5: 饶 球 和 冠军赛,n 二 5， R 一 2。 
2 ) 答案 : R=7 一 5，1? 为 大 于 8 的 偶数 (特别 ， 当 ”一 20 时 ， 
上 二 15)。 当 1n 为 奇数 且 n 守 7 时 ,8 二 1 一 4; 当 n 二 6 及 n= 二 5 时 ,hk 二 2，。 
在 饶 球 冠军 赛 中 取胜 的 队 得 1 分， 败北 的 队 得 0 分， 所 以 比 
赛 结束 时 正好 rr (7 一 1 ) /2 分。 我 们 研究 ?二 21 的 情形 。 
作 与 上 面相 同 的 推理 后 ， 我 们 得 到 (>z、! 与 1) 中 一 样 ): 
r+ (21—1) (z+1) 委 21 021 一 1) 1] 下 2 一 1 ) ， (1) 
y+ (kl1) (3 一 1) 记 PRCR 一 1) /2， (2) 


由 不 等 式 ( 1 ) 得 到 ，z<<1 一 全 十条， 因此 z<1 一 2， 由 不 等 式 


1 一 2>z>y 和 不 等 式 ( 2 ) 得 到 

Rh: 十 《5 一 21 ) R 一 2 委 0， (3) 
当 1 之 4 时 ， 满 足 不 等 式 ( 3 ) 的 最 大 整 数 & 等 于 21 一 5( 当 
有 =21 一 5 时 不 等 式 ( 3 ) 成 立 ， 当 k=21 一 4 时 (3 ) 的 左边 为 
正 ) 。 ， 
现在 要 证 明 ， 等 式 R 一 21--5-=7 一 5 在 1>>4 时 能 成 立 . 在 图 
.90 一 3 中 作出 了 n= 二 8,&==3 的 锦标 赛 记分 表 ( 最 后 的 3 个 队 为 欧洲 
队 ) 。 这 张 表 是 归纳 法 的 开始 ， 

下 面 我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 ， 并 在 每 一 步 中 增补 两 个 欧洲 
”首先 指出 ， 当 k=21 一 5 时 一 定 有 x 二 y= 二 1 一 y。 事实 上 ， 


CR 一 DR 二 2) 1L_ 1 yzl 2 1 
一 2 2 ah 或 Jy 之! 一 2 2(21—5) ” 


因为 y 是 整数 ， 则 y=! 一 2 二 x。 这 就 是 说 ， 欧 洲 冠军 输 给 了 所 有 
非 欧洲 队 。 8 
现在 假设 ， 当 k= 二 mn 一 5 二 21 一 5 的 冠军 赛 表 已 经 实现 、 现 按 以 
下 规则 增补 两 个 欧洲 队 4 队 和 8B8 队 : 女 队 启 号 码 为 奇数 的 原 计 的 
内 和 B 队 ， 并 输 给 了 其 它 队 ，B 队 襄 偶 数 号 码 的 队 并 输 给 其 余 的 
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队 . 每 一 个 原先 的 队 结 果 各 得 一 分 ， 所 以 他 们 之 间 的 形势 没有 变 
化 。 
现在 欧洲 冠军 有 ! 一 1 分 ，4 队 有 1! +! 分 , 妃 队 有 ! 分 ,所 以 原 欧 
洲 冠军 仍 是 最 后 一 名 。 在 与 欧洲 队 的 比 赛 中 4 队 取 得 ! 一 2 分 (在 
与 原先 的 队 比 赛 中 得 /一 3 分 ， 与 8B 队 比赛 得 1 分 ) 。B 队 在 与 欧 
洲 队 比赛 中 也 得 1 一 2 分 ， 所 以 欧洲 冠军 仍然 是 原来 的 队 ， 
W134，, 二 21 一 1 的 情形 ， 以 及 ?2 委 6 可 进行 相似 的 研究 (图 
90 的 3)、4)、5))。 
219。 1 ) 我 们 标 出 2x 2 和 矩阵 中 两 个 最 大 的 数 。 如 果 它 们 在 
一 列 中 ， 那 么 所 求 之 数 是 它们 之 中 较 小 的 那个 ， 而 如 果 两 个 最 大 
的 数 在 一 行 中 ， 出 所 求 之 数 是 另外 两 修 数 中 较 大 的 那个 ( 这 里 多 
许 不 严格 的 不 等 式 ) ， 
剩 下 的 是 上 面 所 标 出 的 两 个 数 在 对 角 线 上 的 情形 ( 而 且 这 两 
个 数 严格 大 于 男 外 两 个 数 ) ， 但 这 个 情形 是 不 可 能 的 ， 利 用 下 面 
这 个 事实 可 以 较 简单 地 证 明 这 一 点 ， 分 数 (cd)V(Cb+a) 总 
在 c/ pb 与 d/g 两 个 数 之 间 ( 当 p>0、 
9q0 时 图 91 给 出 了 这 个 事实 的 几何 解 
释 ) 。 由 此 得 到 (cl 十 bi 十 ac， 十 pz) 人 Di 
+qi 十 pb; 十 qz) 在 (ai 十 61)/(pi 十 gi) 
与 (4, 十 6b, )/ (ps 十 9:) 之 间 ， 也 在 
z (ak 二 5b,) / (pi +q, ) 与 (ga; 十 b1) 
图 91 /(p:-igqi ) 之 间 。 因 此 矩 阵 中 两 个 
最 大 数 和 两 个 最 小 数 不 \ 可 能 在 对 角 线 上 。 
2) 我 们 给 出 此 题 的 两 种 解法 。 一 种 解法 不 依赖 于 1) ， 因 
而 是 给 出 了 这 个 特殊 情形 的 新 的 解法 ， 另 一 个 方法 是 把 1 ) 作为 
引 理 来 引用 的 ， 


解法 1 。 我们 应 该 指出 矩阵 中 那样 的 数 z* 一 下 十 ， 它 满 
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足 条 件 : oe ( 对 一 W} ) ， 全 ZX 《对 一 切 1) 3 
这 些 条 人 可 直 与 为 por” —a>—gqgir" 十 0;， pix"® 一 Ci< 安 
一 grz” WR ( 光 ) 

和 g (2z) =—mar ( 一 qi? 十 b; ) ， 其 中 每 一 个 函数 的 图 象征 出 下 


线段 和 两 条 射线 组 成 。 第 一 个 函数 单调 增加 ， 第 二 个 函数 单 凋 


减 少 。 因 此 方程 f(x) =g (zx) y Hx) 
有 了 唯一 解 《(z# 一 上 内 ) ， 其 中 二 Ae 
f(x) =g(z*)， (点 (zx*， ~ py Ge 


y*) 是 直线 y=p;z 一 a; 与 十 线 ,. NZ 

y= 一 giz 十 刀 交 点 中 最 高 的 那个 ~ 

点 图 92 ) 。 我 们 取 交 点 是 (x*， * 
y*) 的 线性 函 线 y= 二 pr 一 44 与 J 二 一 。 2 

gz 十 b1 的 号 码 作 为 R 和 1. 即 取 那些 使 bir — ar Tmos ( ( piz*—ai ) 


y= tb ms 一 gjx* 十 0i ) 的 线性 函数 。 对 于 所 指 


出 的 &、/ 和 zz*， 所 需要 的 条 件 ( x ) 得 到 满足 ， 

解法 2 。 是 以 出 色 的 观察 为 基础 的 。 我们 说 矩阵 有 “和 团 ”， 
如 果 它 存在 一 个 数 ， 这 个 数 不 小 于 其 所 在 行 站 也 不 大 于 
其 所 在 列 的 一 切 数 。 

引 理 ， 如 果 由 所 给 矩 阵 划 去 mm 一 _2 行 和 一 2 列 得 到 的 每 一 个 
2 xX? 矩阵 有 “ 舱 ”， 那 么 mx n 和 从 阵 也 有 这 个 性 质 . 

这 个 引 理 把 2 ) 归结 为 1 ) 的 特殊 情形 . 

我 们 来 证 明 引 理 。 假 设 矩 阵 没 有 “ 鞍 ”， 但 它 的 任 一 个 2 关 2 
子 矩 阵 有 鞍 。 我 们 在 这 个 矩阵 的 第 ; 行 中 标 出 某 个 最 大 的 数 Mi， 
而 在 第 j 列 中 标 出 最 小 的 数 m;， 用 所 标 出 的 数 作 一 个 链 : 从 一 行 
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中 的 某 个 最 大 数 开始 到 它 所 在 列 的 最 小 数 ， 再 由 它 到 所 在 行 的 最 
大 数 ， 等 等 、 那 样 的 链 不 可 能 终结 于 矩阵 的 某 个 元 素 上 ( 因为 矩 
阵 没 有 较 ) ， 因 此 它 应 该 包含 一 个 财 链 。 我 们 改变 号 码 ， 即 用 适 
当 的 方法 重 排行 和 列 ， 可 以 认为 这 条 闭 链 由 元 素 Mi =zi1，m = 
2213 M; i222 Ts 一 M,=7,,， Tir 
组 成 《图 93 ) ， 同 时 M, = J: 。 因 为 在 左上 角 的 2x 2 兴隆 有 
散 ， 同 时 mm 之 MM,，mj 过 M,， 生 
712 <M,, 应 该 有 Mi: =7zi2 SM,. 类 似 
, 可 证 明 (研究 有 以 下 行 的 2Xx2 人 矩阵: 

MM) (mM)…) 第 一 行 的 

前 元 育才 等 于 MM : X112 三 X13 二 "二 

图 93 X11 二 以 ,| 。 那 么 x ,三 m, 为 鞍点 ， 也 居 ， 

注 下 面 这 件 事 是 很 有 趣 的 : 评委 会 的 成 员 事 先知 道 2 ) 的 
好 几 种 解法 ， 但 是 上 述 的 解法 只 是 在 判 阅 了 参加 奥林匹克 竞赛 的 
”学生 试卷 之 后 才 发 现 的 ， 


第 十 局 


220。 可 用 一 句 话 来 概 插 解 题 的 思想 ， 到 指针 端点 平 均 距离 
(按时 间 ) 之 和 大 于 到 表 中 心 的 距离 之 和 ， 证 明 可 以 这 样 来 作 ， 

我 们 研究 在 相距 30 分 的 两 个 时 刻 ， 从 桌 
子 中 心 O 到 分 针 末 端的 距 离 之 和 S,、3:， 
而 S51 十 932 大 于 2 So，S6o 为 从 O 点 到 手表 中 
心 的 距离 之 和 和， 办 为 每 一 个 三 角形 OA MM， 
的 两 条 边 OM, 和 OM 的 长 度 之 和 大 于 让 要 
MM 几 ;上 的 中 线 长 度 的 两 们 (图 94 ) 。 因 


图 94 0 
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至 少 有 一 个 数 S :或 者 ” :大 于 >。。 


221。 1 ) 的 解 可 由 下 面 两 个 想法 得 出 : (1 ) 在 第 m 行 
(m 之 2) 的 每 一 个 数 下 面 写 着 不 小 于 a 的 数 ，( 2 ) 每 一 个 这 样 的 


数 不 超 过 1000。 为 了 解 2 ) 还 需要 注意 到 ， 如 果 第 m 行 (mm 之 2 ) 


中 的 数 a 严 格 小 于 在 它 下 面 的 数 5, 则 5 之 2a, 这 是 因为 每 组 有 < 个 煞 
的 若干 组 数 (每 一 组 都 在 相等 的 数 的 下 面 ) 合 并 成 由 2 个 数组 成 的 
一 组 数 ; 由 此 用 归纳 法 得 到 ， 在 那样 的 情 景 中 5 之 2"” ， 但 无 仅 
当 m 亿 10 时 ，2” :和 1000。 关 于 第 10 行 与 第 11 行 不 相 同 的 例子 是 . 


0,1,2,2, A4,4,4,4,8,8, ‘B2506,**，, 256，, 488 ， 本 488。 
8 256 488 


下 面 就 是 它 的 一 系列 变换 : 
M2 1， 1 和 2，2，4，…》 4, 8, 多 


66, 四 

03 2, 2, 2, 2 4,，…*， 4, 8, ，*， 8,'.*,256,'**, 206， 488s. i 
"**488。 

Ww10 256， 256， 和 956, 488 ， A838. 2 

N011 512， 512， os 网 512，488， …488。 


注 ”类 似 可 自明 把 4 个 数 按 以 上 规则 写 出 的 (其 中 2 和 5<n< 
2 第 k 十 2 行将 与 第 8 十 1 行 相同 ,第 & 十 ! 行 也 可 以 不 与 第 & 行 相同 。 


222。1 ) 是 2 ) 的 特殊 情形 ， 因 而 证 明 相似 . 我们 指出 解 .， 
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.| 8,..… ,256, “** ,256，, 488、、 


没 0, 、O。、0O: 分 别 为 包含 弧 4B8、CD、EEF 的 贺 周 的 中 心 
C95 1 ). 那 40. 4=_0:D, OB=_ OE OF=-0C 
《 萎 形 的 对 边 )， 因 此 把 扇形 0, 4B、O,EF 和 QO;CD 移 到 公共 
中 心 O 后 ， 我 们 得 到 了 关于 点 O 对 称 的 三 个 扁 形 ， 它 们 与 关于 点 
OO 对称 于 它们 的 部 分 一 起 给 出 了 一 个 完整 的 圆 ( 图 95 一 2 ) 。 

223。 如 果 按 递减 的 次 序 重 摆 前 三 个 数 ， 那 么 数列 的 每 一 项 
将 满足 条 件 za<z_ ,一 zi_:， 而 数列 也 变 成 减 数 列 ; zx) 之 x2 之 … 
之 X21。 如 果 假 设 z21 之 1， 则 让 zx 之 zx 十 ze ， 应 该 及 有 X20 之 1， 


2109 之 2， X18 之 3， 2Z17 之 5， "es 为 了 得 到 zi 之 1000 的 了 矛盾 ， 只 有 要 
再 与 出 “ 斐 波 那 契 数列 ”的 21 项 〈 索 21 ) : 
il, 1, 2, 3, 5, 8, 13, +, 6745, 10916., 


224。 可 以 《例子 表示 在 图 96 中 ) 。 换 句 话 说 ， 可 以 建 立 立 
方 体 顶 点 的 集合 到 自身 的 一 个 映射 ， 使 任何 两 个 相 邻 项 点 ( 用 村 
连结 的 两 个 顶点 ) 变 为 不 被 棱 所 连结 的 顶点 ， 

225 . 所 证 不 等 式 的 右边 如 同 左边 一 一 样 ， 关于 a、 全 c 和 d 对 称 
《在 和 等 于 0 的 条 件 下 ); 因为 6 十 c 二 一 (atd) 等 等 ,不 等 式 的 右 
了 所 给 向 量 两 两 和 的 长 度 之 和 的 一 分 之 一 。 注意 到 这 一 点 ， 
司 以 选择 表示 和 为 0 0 的 四 个 已 知 问 晶 的 方 
法 ， 使 由 向 量 45= a 、 BC= 已 Ch= Cc. 
D4=4 构 成 的 折线 自 相交 . 为 此 只 要 使 被 
放 到 同一 个 点 O 上 的 向 量 o、 已 、 在 同一 

1 ““ 半 平 面 中 ， 同时 4 和 在 过 点 O 且 平行 于 

图 96 的 直线 的 两 侧 ， 那 么 

| at | + |etq| =BD+AC< 16| +1d]|, 
再 把 12+dl= |c+cj 和 jc1 二 cl 加 到 上 式 。 

226。 管 案 : 1976。 

除 1976 边 形 的 中 心 O 以 外 ， 所 有 标 出 点 在 中 心 为 O 的 987 个 赂 


286 


周 上 各 有 1976 个 点 。 任 何其 它 的 圆周 ?与 987 个 圆周 中 的 每 一 个 模 
区 于 两 个 点 :除去 这 些 交 点 外 ,在 ?上 可 能 还 只 有 一 个 标 出 的 点 O。 
因此 在 圆周 ?上 至 多 有 987 - 2 十 1=1975 个 标 出 点 。 

227。 设 纸 的 剩余 部 分 被 分 成 8 个 小 块 。 我 们 在 每 一 小 块 上 标 
出 4 个 顶点 《在 这 些 顶 点 上 的 角 为 90 "或 者 270" ) 。 共 有 4k 个 项. 
扣 , 其 中 每 一 个 都 是 被 前 去 的 ?个 矩形 的 顶点 或 者 原 矩 形 的 顶点 
同时 ， 如 采 某 一 个 尽 被 标 出 两 次 ， 那 么 就 有 两 个 矩形 写 它 相 邻 、 
因此 4&8 志 4n 十 4， 由 此 hn 十 1。 

228。3 个 点 (zo0, Vo)、(z1, Vi)、 (zz, ys ) 在 一 条 
直线 上 当 且 仅 当 

(zl 一 Z0 ) (yzs—yo ) 一 《zz 一 2Z0 ) (yi —y ) =0. (类 ) 
如 果 z 和 4b (一 0，1，2 ) 为 时 间 t 的 线性 函数 ， 出 C x t ) 识 是 类- 
于 # 的 二 次 方程 ， 它 的 根 至 多 两 个 ， 

229。 1 ) 可 以 认为 甲虫 从 中 心 回 右 移 动 E>>2 个 格子 。 我 们 
在 右边 的 49 个 格子 中 写 上 甲虫 从 相应 的 格子 在 水 平方 向 上 所 移动 , 
的 格子 数 ， 向 右 移动 认为 是 正 的 ， 向 左 是 负 的 。 显 然 ， 对 于 最 神 
按 的 那个 甲虫 ， 它 所 作 的 移动 是 负 的 ， 而 在 相 邻 格子 中 所 与 之 数 
相差 不 大 于 2 。 当 从 中 心 格 水 平 向 右 移动 时 ,在 茶 个 地 方 应 该 “经 
过 0”， 因 此 所 写 数 之 中 有 一 个 等 于 1 、0 或 者 一 1， 即 应 有 一 个 
用 虫 至 多 移动 一 个 格子 。  . 

2 ) 上 结论 此 庄 不 成 立 。 图 97 举 出 的 例子 ， 说 明 当 所 有 时下、 
离 最 初 的 格子 都 较 远 的 时 候 结论 不 成 立 《左边 表示 每 一 个 甲虫 的 ; 
号 码 ， 右 边 表 示 有 相应 号 码 的 甲虫 应 往 什 么 地 方 飞 。)。 
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3 ) 答案 ; 成 立 。 

我 们 对 于 mXn 个 格子 的 矩形 来 进行 证 明 。 对 于 1X 1、2X 2 的 
正方 形 及 1 X 2 的 和 矩形， 显然 成 立 《一般 地 ， 对 于 1Xrn 和 2X+ 的 矩 
形 可 像 1 ) 那样 证 明 ) 。 设 mxX + 矩形 的 边 长 大 于 2; 2<m 委 7?， 
我 们 要 证 明 ， 从 它 〈《 用 前 去 边 行 的 方法 ) 可 以 得 到 较 小 的 矩形 
HI， 所 有 甲虫 从 TI 飞 出 又 飞 回 到 T 中 ， 因 此 只 要 证 明 在 I 中 有 

“几乎 不 动 ”的 甲虫 即 可 ， 

现在 利用 国际 象棋 中 “ 王 ” 从 4 格 走 到 8 格 的 步 数 来 定义 4、 
如 两 烙 之 间 的 距离 p: 对 于 r= 二 1，2，…， 与 C 格 之 距 不 超过 r+ 的 格 
子 M (在 格 纸 上 ) 之 集合 填 满 了 以 C 格 为 中 心 的 正方 形 ， 它 有 
(2r 十 1 ) X 《2r 十 1 ) 个 格子 。 由 已 知 条 件 ， 甲 虫 从 格子 KK 落 到 
格子 f (大) 之 中 对 于 相互 距离 为 1 的 两 个 格子 4、B 有 
p(f(A4)，f(B)) 达 1。 那么 对 于 任意 两 个 格 子 4、 上 有 

p (f(A4), 1(8) )<p (4A,8B) (%) 

在 mXn( mn ) 矩形 中 把 到 矩形 某 一 格子 的 距 离 为 ?一 1 的 
格 了 于 称 为 “ 边 格 ”。 如 果 m<w 那样 的 格子 填 满 了 两 个 边 行 ( 矩 
形 的 短 边 ) ， 在 nX+ 正 方形 中 ,它们 填 满 了 4 个 边 行 ( 边 ) ,注意 
到 ， 相 对 边 行 的 两 个 格子 之 间 的 距离 p 等 于 n 一 1， 而 其 它 任意 两 
个 格子 之 间 的 距离 要 小 些 ， 

如 果 一 个 甲虫 也 不 落 到 某 一 边 行 中 ， 那 么 去 掉 这 个 边 行 ， 我 
们 就 得 到 所 要 的 矩形 条 ， 其 大 小 为 mxX【( 1 一 1 ) ， 甲 虫 能 从 任意 
格子 到 重 飞 到 英 的 格子 /到 ) 中 ， 

在 相反 情形 时 可 以 从 已 知 矩 形 去 掉 所 有 边 行 来 得 到 I。 囊 
实 上 可 标 出 若干 个 (两 个 、 三 个 或 四 个 ) 格 子 太 ;， 使 在 每 一 边 
行 中 包含 f( K; ) 中 的 一 个 格子 。 因 为 对 于 了 的 任意 格子 M 和 每 
一 个 格子 全 :有 Pp ( M,Ki)<<n 一 2, 那么 由 (x* ) 得 p (fCM)， 
(Ki) ) 三 n 一 2。 而 由 此 以 及 关于 “对 边 ” 的 广 解 得 到 f (MM ) 
含 于 I 中 。 
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接 下 去 显然 可 用 归纳 法 来 证 明 ( 对 于 m 十 nx、 或 者 对 于 
n 二 mazx《m，n} 进行 归纳 )。 此 外 由 它 得 出 总 存在 能 变 为 日 身 
的 2X 2 个 格子 的 正方 形 ， 

注 ”此 题 是 有 名 的 布 劳 威 尔 定理 的 离散 形式 。 这 个 定理 是 说 
把 豆 集 变 为 日 喘 的 连续 映射 一 定 有 不 动 挟 ， 

230。 在 图 98 中 指出 了 构造 分 划 的 万 法 ,这 个 分 划 满 是 关于 边 
长 为 3 的 正三 角形 的 最 强 条 件 2 ) 、3 ) 、4 ) : 在 由 左边 的 图 
形变 到 右边 的 图 形 时 每 一 个 点 放 ， .M， … 和 和 和 AN NN … 稻 微 呵 
下 移动 ,并 构成 很 罕 的 三 角形 4MNe.BNh syR 一 1，2，…， 
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图 98 
231。1 ) 的 例子 是 显然 的 : 只 要 把 “ 块 ”12…n 接 连 写 出 # 
次 ， 任 何 重 排 的 第 ;个 数字 可 以 从 第 i 疾 中 到， 
下 面 的 这 个 数列 适宜 作为 2 ) 的 例子 : 


12。… 闻 12.… 人 12.… 并 1 
| |! | |! | 
~ 


nn 一 1 个 
事实 上 ， 如 果 在 重 排 ( ki ，k,，…k。) 中 即使 两 个 相 邻 的 数 
k;、ki71 按 增 大 的 贤 序 排 着 ， 那 么 就 可 以 从 第 j 块 12…r 中 取出 它 
们 ， 同 时 ， 最 后 的 数字 1 也 不 需要 。 如 果 不 是 这 样 ， 那 么 重 排 一 
定 与 (n,n 一 1， 1 一 2，…，2，1 ) 重合 ， 那 末 需 要 从 第 j 块 中 取 
n 一 j， 此 时 最 后 的 数字 1 是 有 用 的 。 : 
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”3 ) 我 们 标 出 每 一 个 数 &( 从 1 到 n ) 在 万 能 数列 中 的 最 初 
位 置 . 标 出 的 数 中 有 一 个 数 在 从 起 点 开始 的 第 4 个 位 置 上 或 者 更 远 
些 。 为 了 确定 起 见 ， 假 设 * 是 那样 的 数 。 在 它 之 前 至 少 有 2 一 1 个 
数 ， 在 它 之 后 有 一 个 数列 ， 这 个 数列 对 于 数 ( 1，2，…，+ 一 1 ) 
的 重 排 应 该 是 “万 能 的 ” 。 所 以 ， 根 据 归 纳 法 可 以 认为 它 的 长 
度 不 小 于 n(n 一 1 ) /2 已 得 到 证 明 . 因此 sn 万 能 数列 不 小 于 
1 十 n(n 一 1 ) /2 二 n《 4 十 1 ) /2 项 。 

“4 ) 我 们 指出 ， 如 果 数 "在 ”万 能 数列 中 只 出 现 一 次 ， 那 么 在 
它 之 前 及 在 它 之 后 应 访 有 ("一 1 ) 万 能 数列 ， 这 使 有 可 能 得 到 比 
3 ) 中 更 精确 的 估计 。 

设 /为 最 小 万 能 数列 的 长 度 ,那么 :=3。 我 们 要 证 1,=7. 
例如 1213121 或 者 1231231。 如 果 某 一 个 数 《 比如 说 3 ) 在 数列 中 
只 出 现 一 次 , 那么 它 的 长 度 至 多 为 1 十 21: 委 7。 在 另外 的 情形 中 ， 
我 们 考虑 首次 在 第 3 个 位 置 上 或 者 更 远 的 位 置 上 出 现 的 数 《 假设 
这 是 3 ) ， 在 此 之 后 3 再 次 出 现 ， 甚 至 还 有 2 “万 能 数列 ”， 所 
坟 总 长 度 不 小 于 2 十 1 十 1 十 1: = 二 4 十 1, 一 7， 

类 似 地 可 证 明 1, 二 12, 例 如 ;123412314231 或 者 412341243149， 
信 计 :如果 某 个 数 在 数列 中 只 出 现 一 次 ， 那 么 它 的 长 度 不 小 于 
1 十 21, 二 15。 在 其 它 情形 中 它 不 小 于 3 十 1 十 1 十 1, = 19， 1 » 

同样 的 推理 表明 1, 之 n(n 十 1 ) /72 十 0 一 2 和 

5 ) 可 以 证 明 , 下 面 这 个 长 度 为 1 一 2n 十 4 的 数列 是 nm 万 能 的 : 
"2" Cn ete (rn—2)n (nm—1 )-.: 12n3. 1) In2( %) 


其 中 m 在 每 一 块 12… (Cn 一 2 ) 之 中 《 首先 在 4 一 1 之 后 ， 接 着 在 "一 
2 之 后 ，…， 最 后 在 2 之 后 ) 。 此 外 ， "也 在 形式 为 1n2 的 开头 和 结 
尾 中 《关于 "一 4 的 第 二 个 例子 就 是 这 样 的 ) 。 为 此 只 要 证 明 ， 在 
7 第 hk 次 于 ( % ) 中 出 现 的 位 置 之 左 ， 能 用 划 去 一 些 数 的 方法 得 到 
出 一 1 个 不 同 的 数 《 1，2，…，n 一 1 中 的 数 ) 构成 的 任意 数列 ， 
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而 在 石 边 也 能 得 到 n 一 个 那样 的 数 构 成 的 数列 ， 问题 在 于 所 有 这 
两 部 分 《 左边 的 和 右边 的 数列 ) 在 划 去 所 有 出 现 的 ?之 后 《〈 右边 
的 部 分 也 是 在 重新 编号 之 后 得 到 的 ) 有 以 下 形式 : 


12 12.00 12…1112…p7， 其 中 r 妇 和 一 2 一 ] 
| {i | LO 


一 | 

而 这 个 数列 具有 “(mr ) 万 能 的 ”性 质 : 用 划 去 某 些 数 的 方法 
从 中 可 以 得 到 有 r 个 不 同 数 (1，2，…m 之 中 的 数 ) 的 数列 。 

232。 设 二 [mn/2]， 所 以 n= 二 2m 或 者 n=2m 十 1。 把 所 给 的 数 
用 以 下 方法 编号 : To 二 1 为 初始 数 ;X1 、X2、 … Xm 为 从 Xo 开始 的 
且 按 顺 时 针 方 向 接连 排 着 的 数 ，X-1、7z-，。、…、ZX-a+1《 如 果 "n 为 
奇数 ， 还 有 7X-_， ) 为 x。 后 面 沿 逆 时 针 方 向 排 痢 的 数 ， 

1 ) 如 果 任意 两 个 相 邻 的 数 相差 不 大 于 6， 则 


21 2P1 一 8 ”XY_! 之 1 一 2， 
YX 之 1 一 26， 7.; 字 1 一 28， 

ta-1l 之 1 一 (m1) /se, Z_w 1 之 1 一 (一 1)82， 
Za 之 | —me, (X-。 之 ] me ) 


把 这 些 不 等 式 相 加 ， 也 包括 等 式 r=1， 且 注意 到 所 有 2 个 数 之 和 
等 于 0 ， 我 们 得 到 

0Pm 一 《1 十 2 十 :十 《(m 一 1 ) 十 m 十 《m 一 1 ) 十 … 

2 十 1)eée=n—m’eé, 

由 此 e 之 n/m* 之 4/n《 因为 m? 才 n*/4 )， 

注 ” 当 "为 偶数 时 这 个 估计 是 精确 的 ， 当 n 为 奇数 n=2m 十 上 
时 ， 并 利用 x_。， 佑 计 还 可 以 稍 计 精 确 些 ; 
e>n/ (m+m) =4n/ (nC~1). 

2 ) 这 里 可 以 两 次 利用 1 ) 的 结 末 ， 设 加 周 上 相 邻 两 个 数 的 
最 大 差 ( 绝 对 值 ) 等 于 ze。 由 1 ) 有 2 之 4/m。 乃 一 方面 ， 数 组 
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《ma，za，…，zu ) 中 相 邻 两 个 数 的 “规格 化 的 ” 差 册 = (一 
zi: ) /se 同样 也 满足 1 ) 的 一 切 条 件 ， 因 此 对 于 某 一 个 


Terl 二 Tel 一 | Taril™ Th Ts TE-l | -一 
2 人 2 2 
Urrl 一 外 元 
( 显然 ， 下 地 有 昨天 要 对 人 二 因为 这 些 数 在 立 
周 上 ) 。 


3 ) 、4 ) 我 们 要 表明 ， 对 于 任意 的 如 何 得 到 8 的 最 好 上 佑 
计 ， 其 中 8 是 圆周 上 的 数 与 其 两 个 邻 数 的 算术 平均 值 之 间 的 最 大 
莽 ( 按 绝对 值 ) ， 并 且 构 造 最 优 的 ( 有 最 小 值 8 ) 数组 .这 里 可 
以 认为 数组 (zs) 对 称 : ZX 二 x_，， 因为 用 (zs 十 x_,)/2 取 代 zs 能 保 
持 条 件 中 规定 的 一 切 人 性 质 ， 且 能 保持 估计 |zxi-1 一 2x。 十 Zi ij 雪 20。 
在 信 计 数 z 之 前 ， 先 从 z。 开 始 估计 x-1 一 x;， 然 后 再 从 加 周 上 与 
Zo 相对 的 点 开始 ( 数组 的 中 点 ) 估计 。 因为 Z: = 二 x-1， 所 以 

rorT1|~—7r.1 + 270 一 21 | /2 入 0 

V1 一 Ta2< 妇 (xn 一 21 ) 十 | 一 2Z0 十 271 一 22 | < 入 30， ( 1 ) 

.2 一 Z3 魏 (zl 一 22) 十 | 一 Y1 十 272 一 23 | 入 50， 

2 _1 一 DA<C(28 一 1)8， 
当 n 二 2m 时 ， 如 果 存 在 一 个 和 ,相对 的 数 s。 类 似 可 得 
Tel Tan, Ta2 Ta 1D, ,Tai—Tnjir1l (2j—1)d.(2) 
如 果 n 二 2m 十 1 (zz 为 两 个 相信 的 数 ) 那么 zw_l 一 Zn<25， 
Ta_2 Tn 1 4, Tn ji 一 Zn_i < 275。 (2/ ) 

我 们 指出 ， 对 于 小 于 m/2 的 &， 关 于 zi_1 一 zi 的 最 好 估计 是 
( 1 ) ， 而 对 于 大 于 m/2 的 有, 最 好 的 估计 是 ( 2 ) 或 者 ( 2')， 
对 于 最 优 的 数组 (zx ) 对 应 的 不 等 式 应 该 变 为 等 式 ， 同时 最 优 数 
列 的 图 象 将 是 在 分 块 抛 物 线 上 ( 图 99 ) 。 
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为 了 证 明 这 一 点 并 对 每 一 个 n 作 出 5 
的 精确 估计 ， 分 4 种 情形 来 讨论 ， 它 们 
分 别 对 应 于 "被 4 整除 时 所 得 的 余数 。 
例如 ，n 二 4! 十 2， 由 (1) 和 (2) 得 
出 ，z 二 Xs 之 1 一 3.5， 其 中 4 为 一 行 中 
前 8 个 数 之 各 : 

1, 3, 21 一 1,，2[ 十 1,，2[ 一 1]，…， 3， 1. 
再 从 一 切 z; 之 和 等 于 0 的 条 件 能 得 到 5 的 精确 信 计 , 而 最 优 数 组 为 
=X. 二 1 一 S98。 特别 ， 当 4 二 30《 【二 7 ) 时 ， 我 们 得 到 

0 二 x6 十 2《 Xi 十 ZT2 十 十 ZT) 十 X15 之 30 一 39， 
其 中 S$S=2(《Si 十 Ss 十 … 十 S14 ) 十 S315， 这 个 和 可 按照 下 面 简 
便 的 方法 来 计算 : 

Sis=1 十 3 十 5 十 … 十 11 十 13 十 11 十 … 十 3 十 1 二 7* 十 8? 

=113=S1 二 S14=5， 十 is 一 … 一 7 十 as， 
那么 ?一 (2 .7 二 1)915 一 15.， 113。 于 是 8 之 2/113， 同时 仅 当 
数组 ( 图 中 标 出 的 ) 有 7X 二 X= 二 1 一 S00 二 : 
-人 R 一 0，1，…，7 了 

1 一 (113 一 (15 一 Ai)2)3 一 一 1 十 (15 一 R)253 k=8, …， 15 时 
3= 2/113。 : 

对 于 任意 z， 类 似 可 得 到 8 的 精确 的 界限 ， 并 能 证 明 不 等 式 
3 之 16/t* 对 于 一 切 4 都 成 立 ( 对 于 大 的 n, 这 个 估计 近似 于 精确 )。 

注 与 最 后 这 个 题 相 似 的 是 : 求 周 期 为 Z、 且 二 阶 寻 数 的 绝 
对 值 不 超过 1 的 函数 的 极 大 值 与 极 小 值 的 最 大 差 。 它 甚至 要 比 离 
散 情形 简单 些 。 有 最 大 “振幅 "的 函数 图 象 也 由 分 段 抛物 线 构 成 、 

233。 首先 着 出 与 任意 自然 数 有 关 的 几 个 事实 。 对 于 位 于 正 
n 边 形 顶 点 上 的 十 1 和 一 1, 共 存在 2" 种 摆 法 。 如 果 西 种 摆 法 能 用 题 
中 所 指出 的 运算 , 邑 改变 正 n 边 形 顶 点 上 符号 的 方法 把 一 种 摆 法 变 
成 男 一 种 摆 法 ， 那 么 就 称 它们 等 价 。 如果 两 次 运算 的 结果 与 进行 


213 


这 两 次 运算 的 先后 次 序 无 关 ， 就 称 它们 为 “ 换 向 ” 的。 任何 -- 种 
运算 的 重复 等 价 于 不 改变 探 法 的 恒 等 运 算 . 因 此 可 排除 重复 运算 . 
也 可 只 限制 在 正 p 边 形 ( p 是 质数 ) 的 顶点 上 改变 符号 (把 这 些 
点 称 为 “生成 点 ” ) ; 对 于 任意 n%， 正 n 边 形 顶 点 的 集 合 可 以 分 成 
n/p 个 生成 p 边 形 (1 被 bp 整除 ) . 

在 进一步 解 题 之 前 ， 再 考察 儿 个 具体 的 问题 

1 ) 当 n==15 时 共存 在 8 个 生成 p 边 形 : 5 个 三 角形 和 3 个 五 
边 形 ， 用 EE 表示 单位 摆 法 ( 即 都 由 十 1 组 成 的 摆 法 ) 。 等 价 于 E 的 
任意 摆 法 可 用 指出 这 8 个 p 边 形 中 的 某 个 子 集 来 确定 ， 这 样 的 子 
集 共 有 2 个 (包括 空 集 ) 。 这 个 数 小 于 摆 法 的 总 数 21*， 因 此 存 
在 不 等 价 于 E 的 所 法 、 

2 ) 当 n= 二 30 时 生成 p 边 形 的 总 数 等 于 15 十 10 十 6 二 31。 所 以 
为 了 解 题 需要 另外 的 方法 .我 们 可 以 只 限于 较 少 个 数 的 生成 多 边 

形 ， 例 如 ， 在 关于 中 心 对 称 的 每 两 个 三 角形 (或 五 边 形 ) 中 只 取 
其 中 的 一 个 并 在 它 的 项 点 上 改变 符号 ， 即 在 包含 它 的 顶点 的 3 个 
(或 5 个 )“ 二 边 形 ” 上 改变 符号 ， 这 等 价 于 在 与 它 对 称 的 另 一 
个 三 角形 ( 五 边 形 ) 上 改变 符号 。 现 在 共 剩 下 15 十 5 十 3 一 23 个 生 
成 多 边 形 ， 于 是 至 多 223<23 0 种 摆 法 等 价 于 玖 。 

3) 我 们 要 表明 ， 对 于 任意 ?如 何 求 出 等 价 于 五 的 摆 法 的 精 
确 数 了 (2”) . 注意 到 ， 与 某 个 由 十 1、 一 1 构成 的 摆 法 4 等 价 的 摆 
法 的 个 数 也 等 于 T(n)， 因 为 它们 都 是 由 摆 法 4 与 5 的 等 价 类 中 的 
任意 摆 法 逐 项 相 习 得 到 的 。 用 (nn ) 表示 “等 价 类 ”的 数量 、 
于 是 

K(n)=2"/T(n). 
设 n 含 有 5S 个 不 相同 的 质 因数 ， 
n= pi' pe ps (x%) 
记 pip:'*p=qg, nn/q=m, 把 正 % 边 形 分 成 m 个 正 g 边 形 ， 那 么 计 
算 ! 《an) 的 问题 就 归 结 为 较 简 单 的 计算 7T (gq) =T( pi…p,》 
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的 问题 ， 因 每 一 个 生成 p; 边 形 只 包含 在 一 个 9 边 形 之 中 ， 换 名 话 
说 ， 在 不 同 的 g 边 形 中 所 进行 的 符号 的 改变 互 不 相关 。. 因此 
T(n)=(T(g) )", K(n)=(K(g))". 

我 们 从 s=2 开 始 ， 设 t= pps, 把 n 边 形 的 顶点 用 数 字 0，1， 

…，# 一 1 编号 ， 并 把 这 些 数字 写 在 p; x pz 的 表 格 中 ， 使 在 一 列 

中 的 数 在 除 以 pt 时 有 相同 的 余数 ,同时 在 一 行 中 的 数 在 除 以 p; 时 

有 相同 的 余数 。 这 一 点 是 能 够 做 到 的 ， 因 为 除 以 p1、p: 时 的 两 

个 余数 (r: 、rs ) 单一 地 确定 了 从 0 至 pz 的 “FT T 3 1 


号 码 ( 图 100) 。 圆 周 上 的 十 1、 一 1 的 摆 |010 5 了 3 9 
法 对 应 于 表格 中 的 数 o (ri,， rs ) 二 十 1、 中 | ， 8 4 
一 1 的 摆 法 (ri 是 行 的 号码，r2 是 列 的 号 
码 )， 而 在 pi 边 形 和 p; 边 形 中 改变 符号 分 ”图 100 
别 对 应 于 在 g 的 行 和 列 中 改变 符号 ,用 这 从 0 至 14 的 每 一 个 数 由 
些 运算 可 以 把 任何 摆 法 变 为 这 样 的 摆 法 : 它 在 除 以 5 和 3 时 的 余 
它 的 第 一 行 和 第 一 列 中 都 是 十 1。 这些 “所 数 单一 地 确定 
作 的 ” 摆 法 将 两 两 不 等 价 ， 事 实 上 ， 在 行 和 列 中 改变 gc 的 符号 
持 ， 乘 积 : 
o (ris r2)o(0,r:)o(r,0)o (0,0) 

的 值 保持 不 变 《 对 于 一 切 (r1, ?2 )，i<ri 寺 pi 一 1， 
1 区 rs 志 p; 一 1，~~ 组 这 样 的 值 确定 一 等 价 类 ) 。 因 此 

K (pp,) ob 一 1) (2b， 一 1 T(pip )=2P! th: 一 上 
特别 ， 攻 (15)=2:, 7T(15) 一 27 K(10)=2*。 也 可 以 求 
出 KK (200): n=200=23 .52，g 一 10，m 一 20， 天 《200 ) 三 
(K( 10 ) ) 10—=24°20—280., 

对 于 任意 5， 可 类 似 地 求 出 K (1 )， 
设 g= 二 pips…pP:， 那么 ， 从 0 至 gq 一 1 的 号 人 码 h 由 g 除 :以 pi、 
paz、…、 的 余数 ri、r、…、?: 所 单一 地 确定 《中国 余 
数 定理 )。 摆 法 o(ri，…，r;) 是 数组 r; ( 0<&ri 寺 pi 一 1， 


215 


一 


I<si<s ) 的 集合 上 取 值 土 1 的 函数 ， 借 助 于 这 些 摆 法 能 同时 改变 
一 “ 排 ” 的 符号 ， 这 一 “ 排 ” 由 pi; 个 数组 构成 ， 且 这 些 数 组 的 第 
个 分 量 r; 取 值 为 从 0 至 p; 一 1 的 数 ， 而 其 余 的 s 一 1 个 数 r: 固 定 ( 对 
于 每 一 个 ! 二 1，2，…，s )。 任何 控 法 都 可 用 上 述 运 算 归 结 为 这 
样 的 控 法 : 如 果 至 少 一 个 ri 等 于 0， o(ri, rz， ,fr;) 二 十 1， 
所 得 到 的 这 些 摆 法 相互 不 等 价 ,因为 对 于 把 某 些 分 量 换 为 0 后 所 得 
到 的 这 些 数组 来 说 ，2: 个 c 的 值 的 乘积 保持 不 变 。 

我 们 把 当 g= p1p2…p: 以 及 n= 二 qm 时 的 答案 写 在 下 面 ;: 

K(q)=2CP: ~ DD)" (pl), K(n)=2 pn) 


=n(1— 1)...(1—1). 
其 中 g(n)=n(1 D7) (1 六 


符 别 ，K (30) =2:, T( 30) 2::., 

注 这 里 的 函数 pg ( n ) 是 数论 中 有 名 的 欧 拉 函数 . 

234。 我 们 将 只 考察 极点 为 P 的 “北半球 ”的 点 《 因为 在 关于 
球 心 相对 的 点 上 函数 值 相同 ) 。 把 极点 PP 看 做 球面 上 的 最 高 点 。 
民 然 (了 ) 一 1， 且 对 球面 上 的 其 它 任意 点 M 有 0< CaM)<1， 

1 ) 设 O 〇 为 球面 的 球 心 。 从 点 M 到 赤道 平面 的 距离 Cw 等 于 角 
好 OO 的 余 纺 值 ， 所 以 

f(M)=C:=cos:y, y= LMOP, 

如 果 C1、C。、C, 为 OP 与 三 条 互相 牌 直 的 半 色 OM 、 OM,. 
CQC4 :所 成 角 的 余弦 值 ， 那 么 有 CiT+C3EC3S=1。 因 为 C)、 C,、 
Cs 是 单位 线段 OP 对 相互 垂直 的 三 条 直线 的 投影 之 长 度 (可 作 一 
个 内 长 为 Cl 、C,、C,、 对 角 线 为 OP 的 正平 行 六 面体 ) 。 

2 ) 和 3 ) 的 解 依赖 于 条 件 ( # ) 的 下 面 这 个 推论 。 
。 设 Tx 为 ( 异 于 赤道 和 子午 线 ) 大 圆 的 一 半 ， 它 的 端点 在 赤道 
上， 且 慰 是 它 的 最 高 点 。 那 末 ， 对 于 弧 x 的 任 意 异 于 慰 的 点 Y 有 
f(Y ) <fX)。 事实 上 ， 对 于 Tx 上 使 ZYOY' =90° 的 点 Y' 有 
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f(Y)+f(Y’)+f(Q)=f/(X) +0+f (0Q)=1, 
其 中 心 为 垂直 于 工 x 所 在 平面 的 半径 之 端 扎 。 
2 ) 过 张 Tx 上 的 每 一 个 点 芋 可 以 作 弛 信 .， 并 从 中 选择 包含 
及 的 弧 人， 那么 1 (MM) 和 CT) > (WN ). 
3 ) 与 前 面 类 似 ， 对 于 任意 两 个 点 可 和 NN( 其 中 至 比 必 高 
些 ) 可 以 作 链 : M==X。， 和 AX!1，….， 访 , 二 入 ， 使 ;在 Tx;.1 上， 
j=1，2，…，r。(《〈 如 果 M 和 六 的 纬度 相近 ， 但 经 度 相差 很 大 ， 
则 必须 做 的 步 数 +r 就 比较 大 ) 。 
4 ) 如 果 对 于 位 于 与 赤道 平面 相距 Ci 的 同一 纬 线 TI 上 的 两 个 
点 几 和 入 有 
f(M)—f(N)=e>0, 
那么 对 于 任意 两 个 点 Mr 、N' ,其 中 MM 高 于 Ci,N ' 低 于 Cl， 将 有 
fC(M’)—f(N’)>/(M)--f(N)=e, 
即 在 高 度 C; 上 ， 函 数 / 完 成 了 “跳跃 > e. 由 ( 关 ) 得 到 ， 对 于 
使 C? 十 C2 十 C3 二 1 的 任何 两 个 数 C; Cs 之 0， 函 数 ] 应 该 或 用 在 
高 度 C: 上 或 者 在 高 度 C: 上 完成 至 少 s/2 的 跳跃 .我 们 至 少 取 
[2/e] 十 1 组 那 祥 的 (C:，Cs。) ， 就 能 得 到 与 o 坏 JSI 下 眉 的 
结果 . 
5 ) 可 由 前 面 各 点 得 出， 函数 1( M) 等 于 g ( Cu) 其 中 Cu 


是 点 M 到 赤道 平面 的 距离 ，y=Eg (7 ) 是 区 间 0 委 z 委 1 上 的 某 个 单 
调 增加 函数 ， 它 满足 条 件 g (0 ) =0，g( 1 ) ==1， 而 且 

g(xzli) 二 g(Czz) 十 gE(zs ) 一 1， 如 果 zi 十 zz 十 zs 一 1。 由 
此 得 到 ( 当 z1 二 0 时 ) : &g (zs )=1! 一 Eg&E(1 一 zs ) 。 因 此 对 于 任 
意 两 个 数 x1、 -2 

g (x1)+g(7x2) =1—g(1~71—7 ) 一 ECZI 十 Z2 ) 。 
但 是 满足 这 个 函数 方程 以 及 “规格 化 ”条 件 g ( 1) =1 的 唯一 邢 


数 是 g(z ) =z。 这 个 事实 首先 对 于 有 理 数 z (z= 让， 然后 
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z 二 k/n ) 加 以 证 时， 然后 由 单调 性 ， 再 对 一 切 z 加 以 证 明 。 


第 十 一 届 


235。 经 过 折线 的 某 一 条 边 8C 的 直线 与 其 它 的 偶数 条 边 或 者 
奇数 条 边 相 交 取 决 于 相 邻 的 两 条 边 4B 和 CD 是 否 在 直线 3C 的 一 
侧 或 者 两 侧 (在 后 一 种 情形 ， 边 BC 称 之 为 “之 字形 ” ) 。 事 实 
上 ， 折 线 和 直线 BC 的 交点 的 奇偶 性 取 决 于 点 4、D 在 8C 的 一 任 
或 者 两 侧 ( 图 101 一 1 ) 


图 101 一 1 图 101 一 2 
但 是 ， 在 每 一 条 闭 折 线 中 有 偶数 个 “之 字形 ”: 当 走 过 这 条 折线 
并 在 每 个 顶点 上 指出 拐弯 的 方向 ( 疝 左 拐 还 是 向 右 拐 ) 后 ， 我 们 
改变 方向 ( 从 左 往 右 以 及 从 右 往 左 拐 ) 的 次 数 是 相同 的 。 由 这 两 
个 事实 能 得 到 此 题 的 解 ， 

如 果 利 用 下 面 这 个 事实 证 明 要 简单 些 ， 在 把 每 两 条 相 邻 的 
边 4B 和 有 BC 向 点 五 的 方向 延长 后 所 得 角 的 两 条 边 与 折线 相交 偶 数 
次 (图 101 一 2 ) 。 

236。 设 在 所 标 出 的 点 六 上 写 着 数 ax， 且 经 过 这 点 有 nx 沁 1 条 
含有 其 它 标 出 点 的 直线 .根据 已 知 条 件 ,在 其 中 每 -一 条 直线 上 的 所 
有 数 之 和 等 于 0。 那 么 ， 在 所 有 zx 条 直线 上 的 所 有 数 之 和 (在 这 个 
和 中 ax 出 现 nx 次 ) 等 于 十 (px 一 1 ) ax 一 0， 其 中 ”为 在 所 标 点 附 
近 所 写 数字 之 和 。S 0 的 假设 导致 了 明显 的 矛盾 ; 对 于 每 一 个 点 
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和 ， 数 ax 的 符号 与 总 和 S 的 符号 相反 ; 因此 ?=0， 且 对 于 一 切入 
有 ax 一 0 。 

237。 结 论 2 ) 在 解 第 58 题 时 已 证 。 再 利用 两 个 类似 的 葵 形 
《顶点 为 B、C ) 容易 得 到 1 ) 的 结果 ， 

238。 管 案 : 1 ) 能 ，2 ) 。8 步 (每 一 个 游戏 者 各 4 步 )， 

图 102 表 示 了 41 个 棋子 的 摆 法 。 在 每 一 个 棋子 旁边 的 数 表示 
从 游戏 结束 计算 起 它 能 被 拿 走 所 需要 的 步 数 ， 这 个 数 也 称 为 棋子 
的 秩 。 现 在 来 建立 “从 游戏 结束 ”起 的 摆 法 是 方便 的 。 把 两 个 
秩 为 1 的 白 棋子 添加 到 最 后 剩 下 的 那 


个 秩 为 0 的 黑子 上 ， 在 每 一 个 折子 的 , d,s 
邻近 添加 两 个 秩 为 2 的 黑子 (从 两 边 。 。" 2 
添加 ) ， 在 每 一 个 黑子 的 附近 再 添加 。 2 
两 个 秩 为 3 的 白 子 ， 等 等 . 显然 , 在 2 
每 一 步 中 都 给 出 了 具有 相应 秩 的 且 个 。 机 
数 最 多 的 棋子 。 因 此 对 于 每 一步， 2 

得 到 了 一 个 具有 最 多 个 数 棋子 的 摆 ”3 

法 ,， 它 共有 a 二 0 十 ww 个 棋子 ,其 图 102 


中 妃 表 示 黑 子 的 个 数 ，w, 表 示 和 白 子 的 个 数 。 这 种 摆 法 可 能 在 ! 步 
之 后 变 为 只 有 一 个 黑子 (b=1， wo 二 0 ) ; 计算 (6:，w,) 的 
规则 很 简单 ， 在 从 t 步 变 到 1 十 1 步 时 ，b;、 包 ,中 较 大 者 不 变化 ， 
胃 把 较 小 数 的 两 倍 却 到 较 小 数 上 : 
+ 10 1 2 3 4 5 6 7 8 
b, |!1 1 5 5 29 29 169 169 985 
ww 10 2 2 12 12 70 70 408 408 
a ] 3 7 17 41 99 239 577 1393 
为 了 解 1), 只 要 从 图 102 的 41 个 点 中 去 掉 一 个 不 影响 第 一 步 之 
后 局 势 的 、 秩 为 4 的 棋子 ， 即 与 男 一 个 棋子 《 4 》 相 邻 的 模 耳 。 
从 1000 个 棋子 变 为 1 个 棋子 不 可 能 少 于 8 步 ， 因 为 ， 正 如 从 二 
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不 中 看 到 的 那样 ，as: = 二 577 之 1000。 正 好 1000 个 棋子 的 例子 可 以 
从 t= 二 8， 利 a, 二 1393 的 最 大 摆 法 中 去 掉 393 个 秩 为 8 的 棋子 ,而 
且 这 393 个 棋子 不 影响 第 一 步 之 后 的 局 势 。 这 是 可 以 做 到 的 ， 因 
为 有 2*"408 = 二 816 个 秩 为 8 的 棋子 在 577 个 秩 不 大 于 7 的 棋子 之 中 ， 
它们 至少 构 成 816 一 577 二 239 对 妮 连 的 棋子 ， 

239。 利 用 数列 极限 的 定义 。 如 果 对 于 一 切 n 之 入 和 某 个 h， 
不 等 式 

| a, 一 ai/21 < ss 及 av/25< 
成 立 ， 则 当 m 之 六 十 R 时 有 


| Um < 二 q_i| 十 区 | an_» | + 三 十 Es 


| 十 rT 十 十 二 十 二 十 < 


< 二 | CN 小 28<<38 ， 


240。 我 们 在 第 一 、 第 二 两 条 线路 的 % 一 1 个 区 间 之 间 确定 一 
一 对 应 fj， 使 沿 着 第 一 条 线路 的 区 间 的 乘 行 费用 不 高 于 沿 着 第 二 
条 线路 的 对 应 区 间 的 乘 行 费用 。 我 们 用 t; ( 4 ) 表示 第 ?条 线 路 的 
从 城市 4 开始 的 “尾巴 ” (二 1，2 ) ， 这 是 第 i 条 线路 中 在 城市 4 
之 后 的 若干 城市 的 集合 。 用 A’ 和 A’’ 分 别 表 示 在 这 条 那 条 线路 中 
直接 在 4 之 后 的 城市 。 

这 样 来 定义 j ， 如 果 44 为 第 一 条 线路 的 区 间 ， 它 使 11 (4) 与 
t,( 所) 相交， 即 有 公共 城市 ,那么 设 1 (AA ) =AA''。 在 相反 
的 情形 中 设 f (44 ) =B8B’， 其 中 8B 为 第 二 条 线路 中 三 (4 ) 的 
最 后 一 个 城市 。 我 们 指出 ， 在 这 种 情形 中 t,《 B ) 与 {,( B ) 也 不 
相交 ,同时 4 是 第 一 条 线路 中 t，。( 8) 的 最 后 一 个 城市 ( 由 此 得 出 ， 
这 个 f 是 一 一 对 应 的 ， 它 的 北 对 应 f°! 也 用 这 个 规则 来 确定 ) ， 

我 们 来 验证 | f(a) | 之 141, 其 中 |a | 表示 在 区 间 a 乘 行 
的 价格 。 如 果 C 为 tf，( 4 ) 和 要 (4 ) 的 交点 城市 ， 则 | 44’ | 专 
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1 4C 1 入 [44 1 在 第 二 种 情形 中 144 1 委 1483 | = 
184 | 188’’|] (在 两 种 情形 中 的 不 等 式 是 由 线路 编制 原则 
得 出 的 ; [DA | 宇 | 44 | 对 于 ti1( 4 ) 中 的 任何 DD 成 立 。 对 于 
中国 任何 有 相反 的 不 等 式 |1E41 委 144 | ). 

.多 面体 的 楼 AB 的 两 个 相 邻 面 的 外 接 圆 单一 地 确定 球面 
9,， 使 这 丙 个 外 接 国 在 这 个 球面 上 ， 因此 这 两 个 面 的 所 有 顶点 都 
在 这 个 球面 上 。 如 果 BC 和 BD 是 以 B 为 端点 的 另外 两 条 楼 ， 那 么 
含有 点 B8、C、D 的 圆周 ( 即 含 有 这 些 点 的 面 的 外 接 圆 周 ) 也 属 
于 o。 所 以 楼 BC 的 邻 面 的 一 切 顶 点 都 在 gc 上 。 现 在 可 以 失 似 地 
研究 以 C 为 端点 的 楼 的 邻 面 。 因 为 对 于 任何 一 个 顶点 都 可 以 作 一 
条 从 村 4 开始 且 结 束 于 这 个 顶点 的 楼 的 链条 , 所 以 我 们 可 以 到 达 
多 面体 的 任何 顶点。 由 此 多 面体 的 任何 顶点 都 在 球面 "上 。 

242。 管 案 : 第 二 个 人 能 赢 .为 了 证 明 应 当 出 示 能 琶 的 战略 . 
第 二 个 人 走 4 步 之 后 显然 能 够 做 到 : 使 当 第 一 个 人 走 到 第 5 步 
时 , 剩 下 的 小 旦 星 在 奇 次 容 z*'*! 之 前 。 假设 在 第 二 个 人 的 第 4 步 
之 前 有 多 项 式 P (zx) 十 关 z" 十 1x#z21 其 中 已 (z) 为 已 知 的 实 
系数 多 项 式 ， 

我 们 挑选 数 上 和 c>>0， 使 当 4 取 任何 值 时 ,对 于 多 项 式 了 F(z) 
一 P(x) 十 Lz" 二 xt1t!1 有 cF(1) 十 (一 2)= 二 0( 显然 ， (zx) 在 线 
息 [一 2，1] 上 有 根 ,为 此 只 要 取 c=2*1* ,p= 守信 二 2 

$ 慌 ， ~ »H cit(—2)" 
( 显然 ， 其 它 的 符号 不 同 的 两 个 数 也 能 起 1 和 一 2 的 作用 ) 。 第 
反 步 援 上 这 个 之 后 ， 第 二 个 人 能 保 证 根 的 存在 。 


6 5 4 3 2 ll 
243。 答案 : 77? 73? 7 7? 7 7 0 升 。 


不 难 验证 上 述 答案 ， 因 为 第 一 个 地 精 把 奶 分 倒 给 其 它 地 精 后 
( 给 每 个 地 精 各 倒 1/7 ) 仍然 能 得 到 原先 的 分 配方 案 ， 但 是 因为 
依次 移动 了 一 个 位 置 ， 和 (1 十 2 十 3 十 … 士 6 ) /7 正好 等 于 3。 

还 要 证 明 没 有 其 它 的 答案 。 
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假设 不 然 ， 设 在 轮流 倒 奶 期 间 当 轮 到 基 个 地 精工 分 倒 奶 时 ， 
它 的 奶 最 多 ， 有 z 升 ， 那 么 在 ?个 地 精 依 次 轮流 分 倒 后 (因为 可 以 
无 限 地 进行 下 去 ， 所 以 可 以 认为 工 第 一 个 倒 奶 ) ， 工 的 奶 不 超过 
6 .2zZ/6=z 升 。 如 采 其 余 6 个 地 精 都 分 个 给 工 正 好 z/6 升 ， 则 工 
的 奶 恰 好 zx 升 ， 于 是 由 已 知 条 件 知 ， 每 个 地 精 在 轮 到 它 分 奶 时 都 
有 奶 z 升 ， 因 而 在 它 得 到 & 份 之 后 有 kz/6 升 (h=1，2，…，6); 
而 z 可 从 总 量 为 3 升 这 个 条 件 求 得 。 

注 ”这 个 试题 使 我 们 回忆 起 迪 斯 涅 夫 斯 基 的 电影 《白雪 公主 
和 7 了 7 个 地 精 》 中 极 漂亮 的 英雄 ，《 Kaaar 》 的 读者 认为 这 是 最 好 
的 试题 之 一 。 人 们 不 难 猜 出 这 个 题 的 答案 ， 自 然 是 假设 在 一 次 重 
倒 之 后 ， 奶 的 分 法 仅仅 是 往 前 移动 了 一 个 位 置 。 然 而 还 需要 证 明 
解 的 唯一 性 ( 可 以 用 许多 不 同 的 方法 来 做 这 件 事 ) 。 

244。1 ) 答案 : 存在 一 个 两 位 数 49 和 一 个 四 位 数 1681 一 413 
是 奇数 。 

设 (《10z 十 # ) :二 100z? 十 20xt 十 t?， 其 中 20zt 十 t? 是 小 于 10 
的 日 然 数 的 平方 ，x、t 是 1 至 9 的 整数 ， 且 x* 汪 >10。 那 么 + 之 4， 
Xt<4， 仅 当 XY 二 4，t= 二 1 时 它们 成 立 . 

2 ) 有 。 例 如 256036 一 5062. 3 ) 为 了 得 到 形式 为 

《10 7z 十 1) 2 一 10192z2 十 2.105x 十 1 

的 奇数 ， 只 要 求 整数 z， 使 109<z2z<<10!9%， 且 2.10sz 十 1 一 02< 
10“。 可 以 取 z=5*104 一 1 (所 求 的 20 位 的 “奇数 ”将 是 

( 4999900001 ) :二 24999000019999800001， 它 由 49999: 和 和 
9999* “组成 2 。 

4 ) 对 于 任意 &，4& 位 的 奇数 只 能 是 

《10 季 十 #) 2 一 102 和 22 十 2。104t 十 2 
当 10 ”于 2 <102 时 , 我 们 得 到 xz 之 3 .10*1,6.102 人 11 之 1024， 
由 此 有 t=1。 同 时 ， 等 式 2.10 和 十 1 二 (2w 十 1 )?: 等 价 于 
2 5 二 4 (Ww 十 1 ) ， 它 成 立 只 有 三 种 情形 : 
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( 1 ) 24 十 1 能 被 5.10 :整除 ， 

( 2 ) 72 能 被 2 整除，x 十 1 能 被 5 整除 。 

( 3 ) 4 能 被 5 整除 ，4 十 1 能 被 2”! 整 除 。 

. 每 一 种 情形 都 给 出 至 多 一 个 解 ， 它 满足 条 件 4 过 5*10”*， 而 
这 个 条 件 等 价 于 24u 十 1 过 10"( 在 情形 (2)、(3 ) 中 ,为 了 得 
到 矛盾 只 要 考虑 两 个 解 之 差 ) 。 因此 存在 的 奇 点 不 多 于 3 个. 

注 更 详细 的 推理 (《 KpaHT 》, 1978, 和 6，c。46 ) 表明 ， 
那样 的 数 至 多 两 个 . 

5 ) 对 于 任意 数 k， 至 少 存在 一 个 《4k 十 2 ) 位 的 奇数 ， 即 za 
一 v 十 w?， 其 中 v= 二 25.102*-!，w 为 大 于 VD 的 最 小 自然 数 。 设 y 
一 弛 2 一; 同时 z2 二 4vw? y= 二 102**1w2 十 y? 由 思 ? 和 yy? “构成 ” yp 
如 果 再 满足 不 等 式 : 

0 之 J 之 102* 及 102 <w:2<102  。 那 么 它 就 是 奇数 ， 

因为 & 一 1Cwuv 和 (ua 一 1 ) 委 v 一 1， 那 么 
V<C2w 了 及 扫 <40 一 102 和 对 1 此外，10?*<v<w?= 二 vy<v+ 
2 vv<3o<<102 和 全: 。 

”” 注 特别 ， 当 8 二 7 时 ， 借 助 于 计算 机 可 以 求 出 数 

2 一 25.1013 十 158113892 一 500000022109321 
的 平方 是 一 个 30 位 的 奇数 。 而 关于 ( 4k 十 2 ) 位 的 奇数 的 研究 
与 V10 的 十 进 制 表示 法 有 关 ， 这 个 问题 的 意义 不 大 ， 

245 。 把 已 知 数 按 增 大 的 顺序 编号 : ai< 委 G2 委 … 生 0 。 

我 们 要 证 明 ， 其 中 荣 些 数 之 和 s 在 6/2 和 bs; 之 间 的 某 一 区 间 
中 ,这 里 久 一 ai 十 cz 十 … 十 as(R 一 1 2 ,98) ,只 要 证 明 任意 和 :不 
可 能 产 格 在 & 和 bs41/2 之 间 即 可 。 假设 s 之 b= 二 01 十 92: 十 十 9， 
因而 s 包 含 某 一 个 数 a; 字 G441; 所 以 s 之 4h+1。 我 们 得 到 了 《 把 这 些 
不 等 式 相 加 ) 2 之 qi 十 92 十 … 二 ast1 =bi1, Ts> brt/2. 

246。 1 ) 我 们 把 10 个 数字 0，1，2，…，9 分 成 两 组 各 5 个 
数字 【 例如 从 0 至 4 为 一 组 ， 从 5 到 9 为 另 一 组 ) ， 只 要 利用 号 码 中 
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的 两 个 数字 取 自 同一 组 的 那些 匣子 即 可 ， 因 为 三 位 数 的 号 码 中 有 
两 个 那样 的 数字 

2 ) 除了 10 个 将 被 连续 使 用 的 匣子 00，I1，…，99 外 ， 还 需 
要 至 少 30 个 区 子 来 分 放 具 有 三 个 不 同 数字 的 聚 ， 那 样 的 票 共 有 
10,9*8 一 720 张 ， 而 放 入 每 一 个 号 码 为 bg (xd ) 的 原子 中 的 票 
至 多 有 3.8 二 24 张 ( 即 号 码 为 zpg，pz49，p9z 的 票 ， 其 中 z 为 异 于 
p、9 的 任何 数字 ) 。 

3 ) 设 被 占用 的 且 号 码 以 任何 同一 数字 为 首位 数字 的 匣子 最 - 
少 个 数 为 xz 个 (x 之 1 ) 。 因 所 有 数字 都 平等 ， 我 们 可 以 认为 首位 
数字 为 9 的 匣子 最 少 ， 且 号 码 为 ， 99，98，…,9y, 其 中 y= 二 10 一 x， 
那么 任何 号 码 为 9pq 的 票 ( p<<y，gq<y ) 不 可 能 放 在 匣子 gp 和 9g 
中 ， 即 应 该 匣子 pq 被 占用 。 于 是 至 少 好 个 匣子 被 占用 ， 其 号 码 
的 两 位 数字 都 从 0 到 y 一 1， 同时 号 码 的 首位 数字 为 从 y 到 9 的 车子 
至 少 x* 个 (因为 对 于 从 y 到 9 的 这 z 个 数字 中 的 每 一 个 数字 都 至 少 
有 7 个 世子 ) ， 即 总 共 至 少 占用 

y 十 Xx” 二 《10 一 x ) ?十 x: 守 50 个 莲子 . 

4 ) 、5 ) 对 于 已 知 的 自然 数 8 和 s，k<s, 用 (hk,，s) 表 示 
数 z1 十 z2 十 … 十 Zz 中 最 小 的 数 ， 其 中 zi; 、x2、…、zi 是 自然 数 。 
它们 的 和 等 于 s。 我 们 可 以 用 、s 来 表示 已 (Rs) : 如 果 s 一 Ra 
十 r,0<&r<k, 那 么 有 (Rk 一 ?) 个 zi 等 于 gq, 旦 r 个 x 等 于 g 十 1, 所 以 

PF(k, s)= (hk~—r)a’+r (gt+!1) =hg:+r ( 29+1). 

现在 来 研究 更 一 般 的 问题 。 对 于 号 码 为 & 位 数 的 ， 而 且 有 从 
0 到 s 一 1 这 s 个 “数字 ”的 “ 票 ”( 这 里 ;二 10 ) ， 我 们 要 证 明 ， 
号 码 为 pg ( 0<p<s，0<q<<s， 且 pg 是 由 票 的 号 码 删 去 两 位 数 
字 得 到 ， 及 这 样 的 票 能 放 进 号 码 为 bg 的 匣子 ) 的 匣子 的 最 少 个 
数 M (AR，s.) 等 于 FF (k 一 1，s )， 
特别 ，M(4，10 ) =F(3,，10) 一 32 十 32 十 42 一 34。 

5 ) 的 答案 由 下 列表 格 给 出 ; 
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EE 13 45 6 7 8 9 101 ! 
M(k, 10)=F(k—1, 10} 150 34 26 20 18 16 14 12 10° 
不 等 式 M(hk，s) 之 FPF (Rk 一 1，s ) 可 以 用 对 k 十 s 汐 归纳 法 
证 明 ， 如 在 3 ) 中 那样 进行 推 再， 
M(k, s) >min (MU(R 一 1，S 一 2 ) 十 z2 ). 
7 一 1]1,2，…S 


为 了 把 票 分 放 到 忆 (h 一 1，s) 一 好 十 下 十 … 十 天 - 个 量子 


中 去 ,只 要 如 在 1 ) 中 那样 把 s 个 数 字 分 成 R 一 1 组 《各 zlyzz，…> 
zs.1 个 数字 ) 并 利用 那些 号 码 中 的 两 个 数字 出 目 一 组 的 匣子 . 
247。 我 们 把 所 有 结 点 按照 国际 象棋 的 次 序 涂 成 黑色 和 日 色 .. 
在 边界 上 有 4*99 个 结 点 ( 不 计算 顶点 ), 且 黑 的 和 白 的 个 数 相 等 。 
设 它们 都 是 折线 的 端点 ， 那 么 具有 两 个 白 端 点 各 两 个 黑 端 点 的 折 
线 的 条 数 相等 。 因 此 在 棋盘 内 部 折线 上 的 黑 结 点 和 和 白 结 点 的 总 数 
也 相等 ( 在 有 白 端 点 的 折线 上 多 一 个 黑 结 点 ， 在 有 黑 结 点 的 折线 . 
上 多 一 个 白 结 点 〉。 然 而 在 棋盘 内 部 共 99*《( 奇数 ) 个 结 点 ， 所 
以 至 少 一 个 结 点 不 在 折线 上 . 
248。 由 已 知 条 件 得 到 
S 一 21 十 T2 十 … 十 Za 一 1 十 0 十 十 oj 
的 值 不 小 于 2 (因为 m 和 s，nr 委 s，sS< mm ) 。 在 一 0 一 2 时 ，2<s 
过 3。 容易 验 证 此 题 的 结论 。 我 们 用 对 m 十 n= 二 的 归纳 法 来 证 明 . 
它 的 一 般 情形 ， 其 中 hk 之 4.。 
设 z1 >y1， 和 且 xX1 、y1 分 别 是 x; 和 由 中 最 大 的 数 ( 1 lim, 
1 过 过 nn， 显然 有 zi 二 y1 ) 。 为 了 把 归纳 假设 用 到 等 式 
(Xi1—yi ) 二 Xs 十 … 十 Xn 二 V2 十 和 十 Yn 它 的 两 边 共 有 
一 1 二 m 十 mn 一 1 个 数 《 此 后 还 要 把 轴 移 到 右边 ) ， 只 有 要 验证 不 等 
式 s = 十 … 十 加 < (2 一 1 ) 好 可 ， 因为 ga， 所 以 < 


S 一 S/1 一 mn 一 1 ) /nr= (Cn 一 1) 。 


249。 从 已 知 正方 形 中 选取 一 个 最 大 的 KK!， 然 后 再 从 中 心 不 
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在 太 | 内 的 那些 正方 形 中 选 最 大 的 ，， 再 从 中 心 不 在 K1、K ;内 
网 那 些 正方 形 中 选 最 大 的 ， 等 等 ， 

我 们 假设 某 一 个 正方 形 芍 中 心 C 洲 到 上 面 所 选 的 4 个 以 上 的 
正方 形 之 中 ， 那 么 其 中 某 两 个 (六 ,和 Ki ) 的 中 心 落 到 由 中 心 为 
C 的 正方 形 之 对 称 轴 所 分 成 的 1/4 平 面 中 ，。 r 

大;、 太 ;之 中 那个 中 心 距 以 C 为 中 心 ,的 正方 形 对 称 币 较 远 ( 按 
到 正方 形 的 两 对 称 轴 距 离 之 各 或 按 其 中 较 大 的 距离 计算 ) 的 正方 
形 包含 另 一 个 正方 形 的 中 心 ， 但 这 与 正方 形 的 选取 规则 了 矛盾 。 

250。 攻 秦 码 的 重量 为 ml < 之 … 之 mm,，。 

1 ) 我 们 这 人 么 来 放 夸 码 ， 把 ma 放 到 左边 的 盘子 中 去 ， 然 后 
把 m; 放 到 右边 的 盘子 中 去 ， 接 着 ms 放 到 左边 、m 放 到 右边 等 
等 。 同 时 称 量 结 果 的 序列 是 LRLRLR…。 这 可 以 由 下 面 这 个 引 
理 得 出 。 

强 理 .如果 0< ma < <… 和 < < 那么 两 个 和 ( 它 
们 包含 已 知 的 ?个 数 ) : 

mi 十 ms 十 1ms 十 … 与 fh 十 1 十 mg 十 … 

谁 大 谁 小 取决 于 最 大 的 数 m 在 哪个 和 之 中 ， 

当 k 为 偶数 时 ， 只 要 把 不 等 式 mi 之 m; ,ms 过 mi,， ‘mms 
加 起 来 就 能 得 到 证 明 . 而 当 有 为 奇数 时 , 把 不 等 式 mi >>0，ms >m， 
…00 二 7 加 起 来 就 能 得 到 证 明 . 

这 个 引 理 也 适用 于 2 ) ， 只 要 把 它 应 用 到 满足 mi 过 m1, ;< … 
?1 芝 1W4R 一 1 十 1 个 数 m…rms 即 可、 

2 ) 我 们 从 单词 的 “未 昆 字 母 开 始 ” 来 描述 摆 放 夸 码 的 次 序 
对 于 解 题 是 方便 的 ， 这 个 次 序 对 应 于 由 字母 L 和 组 成 的 词 ， 

我 们 把 具有 偶数 号 码 的 夸 码 放 到 一 个 盘子 中 ， 而 把 奇数 号 码 
的 夸 码 放 到 另 一 个 盘子 中 。 同时 与 已 知 词 的 最 后 一 个 字母 相对 
应 ， 而 把 最 重 的 夸 码 ms。 放 到 左边 或 右边 的 盘 中 。 然 后 ， 在 从 词 的 
一 个 字母 变 到 前 一 个 字母 时 , 如 果 应 该 发 生字 母 替换 (用 有 换 了 候 益 
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用 世 换 刀 ,我 们 就 把 最 重 的 夸 码 取 下 来 ， 如 果 不 发 生字 母 蔡 换 ,我 
们 就 把 最 轻 的 取 下 来 。 同 时 ， 每 一 次 形成 由 交替 在 两 个 盘子 中 出 
现 的 花 码 组 成 的 线段 ， 再 把 引 理 应 用 到 这 条 线段 上 

251。 1 ) 管 案 ， 多 项 式 Q1 (z) =x、Q; (x)= 二 p(x) 与 
多 项 式 忆 (7z) 一 x? 一 a 可 交换 ，a 任 意 . 与 x* 一 可 换 的 3 次 多 项 
式 ， 当 a 二 0 时 为 Q(x ) 二 xz，， 当 a 二 2 时 为 Q (x) 二 x? 一 37， 

关于 不 存在 其 它 的 可 交换 多 项 式 的 证 明 ， 可 直接 应 用 比较 系 

数 的 方法 。 例 如 ， 对 于 3 次 的 多 项 式 ， 恒 等 式 

(z+ Bir:+ pixt+ Bs) 一 0 

= (xz—a)+ p(xr—a)’+ p(x —a)+ ps 
成 立 ， 如 果 Bi = ps==0( 比较 xz，、7zx’? 和 x 的 系数 ) ，2 pb, 二 一 3 
( 比较 z* 的 系数 )， B32 = 二 3a: 十 B; (比较 x 的 系数 ),a=a* 十 pia 
( 比较 常数 项 ) 。 由 此 ， 或 者 a=0， ps = 二 0， 或 者 

P=—3a/2=1—a’:= Pp;—3a’, 

无 论 多 么 奇怪 ,具有 两 个 未 知 数 的 3 个 方程 有 解 c= 2， 有 :一 一 3， 

2 ) 不 难 验 证 ， 在 同时 变换 两 个 可 换 多 项 式 P (x ) 和 Q(x》 
时 : 
P(x)—P*(z)=P(zr—7)+y, Q(z) 0*(7) =Q (x 
一 ) 十 ?，( ?为 某 一 个 数 ) ,所 得 到 的 多 项 式 P* (zx ) 和 Q*(zx) 
也 可 换 ( 如 果 把 多 项 式 作为 将 数 轴 变 为 自身 的 函数 来 研究 ， 那 么 
上 述 的 变换 对 应 着 把 直线 的 原点 移动 y ) 。 而 任意 首 项 系数 为 1 
的 二 次 多 项 式 可 以 用 所 指出 的 变换 变 为 形式 P*(z) 一 7z 一 &。 
因此 可 以 认为 P(z) 一 z: 一 x， 因 而 我 们 可 像 在 1 ) 中 那样 去 做 ， 

我 们 写 出 恒等式 (Q (x) ) :一 c= 一 Q(z: 一 a ) 的 关于 系数 
pi、 br、**、 Ps 的 方程 组 ， 其 中 (x) 一 Z 十 pz 十 px" * 
十 … 十 BP， 我 们 首 先 得 到 等 式 Bi 二 bs 二 … 二 0， 以 及 形式 闪 
B;= 二 FF;，， B= 二 ,,… 的 方程 ， 其 中 ;依赖 于 a 和 pz;，2j<<i.。 
所 以 系数 B:， B。，… 可 求 出 ，( 仅 由 z*"?、zx* ”“、"…、X 及 
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常数 项 的 系数 对 应 相等 而 得 到 k 个 方程 中 取 [hk/2] 个 来 求 p23 
而 其 余 的 条 件 可 以 不 成 立 ) 。 

3 ) 这 是 P(P(xz)) 和 P(P(P(z) ) )， 

4 ) 把 P(Q)、P(Q(R) ) 写 成 PoQ,PoQ2R。 根据 
己 知 条 件 有 Q oP=PoR, RoP=PocoR, 由 此 有 (Qo2R)>P= 
QoRoP=QoPoR=PoQoR=Po (QoR), 
(RoQ) oc P=RoQoP=RoPoQ=Po RO=Po (RoO0). 
我 们 看 到 ,多 项 式 Q oR 和 Ro QQ 都 与 P 可 交换 。 因 为 它们 次 数 相 同 
《全 的 次 与 Q 的 次 之 乘积 ) ， 由 2 ) 它们 是 一 个 多 项 式 。 

5 ) 用 数学 归纳 法 可 证 明 ; 对 于 任意 6 之 2 存在 h 次 的 多 项 式 
.PP , 使 


1" 十 2 一 Pi(t 十 二 ) 
特别 有 二 二 = (t+ 十 ) :一 2， 
a ll ys 1 
f+ (t+ 地) 3 (t+ ) 。 
所 以 己 ， (zx ) 一 Z2 一 2， PP, (7) =7x:—37. 同时 


t™ 十 i 二 也 .(t" 十 7) 二 也 ,(t" 十 2 ) 


=P.(P, (t+ 7)) 一 PCP。(t 十 二 )) 一 Ps(t 十 一 )。 


由 这 些 恒等式 得 到 P。 oP,==P, oP.=P,,， . 
注 这些 多 项 式 可 用 切 贝 雪夫 多 项 式 T; 的 简单 变量 闪 换 得 
到 ， 切 贝 雪夫 多 项 式 定义 为 
coskh p= (cosqp), k=2, 3, .; P(x)=2T, (x/2). 
252。 管 案 : 88。 
每 一 个 数 k=1，2，3，… 在 数列 {gas} 中 出 现 2k 次 ， 因 为 条 
件 a, 二 k 等 价 于 
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有 “<V <R+ 志 ， 或 者 R? 一 kh 之 n 才 h 十 上 。 因此 在 和 


(irl 1 li ll , 
(at, ) T (totata ) T 


十 《一 一 一 十 … 十 一 


di4.43+t+1 G4hs456 


中 的 每 一 个 括号 〈《 共 44 个 括号 ) 都 等 于 28.1/AR 一 2。 


第 十 二 届 


. 253。 设 E 为 三 角形 4DE 的 顶点 ， 
ADE 是 由 平移 三 角形 BM C 得 到 的 ( 见 
图 103, 平移 一 个 向 量 8B4). 那 么 
MDEC 是 平行 四 边 形 , LEAD、 人 CBM， 
LCDM、ALECD 都 相等， 而 且 点 4、C、 
EE 和 DD 在 一 个 圆周 上 ,所 以 人 LA4CD、 4 
AED 和 角 BCM 也 相等 . 图 103 
254。 如 果 1978" 一 1 能 被 1000" 一 1=d 整 除 ， 那 么 1978" 一 
1000" 一 2"( 989" 一 500" ) 就 能 被 d 整 除 。 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 
”989" 一 500" <<d,， 而且 d 是 奇数 ， 
255。 1 ) 2 一 7。 
集合 ,由 直线 4B 上 与 点 4.8B 有 整数 距离 的 那些 点 所 构成 ， 
同时 它 的 边界 点 与 线段 48 中 点 的 距离 等 于 3"/2(n 二 1，2，…)， 
即 与 点 4 的 距离 等 于 (3 一 1)/2 和 (3" 十 1 ) /2。 因 为 (3 十 1)/2 
一 365<1000， 而 (37 十 1) /2>>1000， 所 求 的 集合 是 并 ，， 
2) 和 集合 久 : .天 。… 的 凸 过 是 六 边 形 (图 104-1 ) 。 凸 壳 蕉 。 
芍 顶 点 这 么 得 到 ; 取 三 角形 4BC 的 任意 两 个 顶点 ， 如 同 在 1 ) 
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中 那样 对 它们 作 ” 人 次“ 对称” 上 映射。 

为 了 证 明 玉 ,的 所 有 点 在 由 六 个 “极点 ”构成 的 西 党 刁 ， 中 
把 J, 看 你 是 边界 在 六 边 形 瑟 ,的 对 边 上 的 三 条 带 形 之 交 是 方便 的 : 
( 7 二 1，2，3，… ) 。 初 始 三 角形 4BC 也 可 以 看 做 三 条 带 形 的 
父 集 ， 其 中 一 带 形 的 一 条 边界 在 直线 4B 上 ， 另 一 条 边界 经 过 C 
战 另外 两 条 带 形 类 似 。 

而 带 形 关于 它 的 任意 一 点 的 对 称 映像 属于 有 具有 同一 对 称 轴 的 
宙 形 ,但 是 宽度 增加 到 原来 的 3 倍 。 利 用 这 些 可 以 证 明 K, (n==1， 
2,3 ) 都 属于 其 交集 是 吾 , 的 三 条 带 形 之 一 . 


图 104 一 1 图 104 一 2 

好, 的 面积 可 以 用 与 三 角形 4BC 同 位 相似 的 三 角形 面 积 的 组 
合 来 计算 ， 它 等 于 (32 一 1 ) /2. 

3 ) 除 天 的 点 外 ， 集 合 玉 : 还 包含 12 个 点 ， 这 12 个 点 是 由 四 
面体 48(C 忆 的 一 个 顶点 关于 另 一 个 顶点 的 映像 得 到 的 . 我们 作 . 
立方 体 L。， 它 的 顶点 4、B、C、D 是 不 相 邻 的 顶点 ; 上, 关于 中 
心 且 系数 为 3 的 同位 相似 的 立方 体 忆 ;有 相应 的 顶点 4 、B， CC,、 
咏 : .这 时 来 表示 天 :的 12 个 “极端 点 ”是 方便 的 : Ki 的 12 个 点 
各 在 上 1 的 一 条 楼 上 ， 并 把 这 些 楼 分 成 1 : 2 两 部 分 (从 顶 点 4,、 
Bl、 Ci、 DD 计算 起 ) 。 如 果 在 ;的 每 个 顶点 用 一 个 平 面 切 去 
一 个 锥 体 ， 那 么 剩 下 的 多 面体 M :就 是 久 : 的 凸 壳 ， 而 所 用 的 平 
面 通过 从 每 个 顶点 出 发 的 三 条 楼 上 的 三 个 “极端 点 ”。 MM， 有 14 个 
面 ，6 个 a x 24 的 矩形 ( 这 里 a 为 四 面体 4BCD 的 楼 长 ) ， 8 个 正三 
角形 《4 个 边 长 为 a 和 4 个 边 长 为 2a ) (图 104-2 ) 。 
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4 ) M ;的 体积 可 以 计算 ， 只 要 从 立方 体 的 体积 (81) 中 减 


去 所 切 下 的 所 有 锥 体 的 体积 (4， 二 十 4 * 4 二 18 ) ， 因 此 Mi 的 体 
和 等 于 63。 

5 ) 集合 到 ,的 凸 壳 朵 ,是 顶点 在 12 个 “极端 ”点 上 的 古 多 面 
体 ， 而 这 12 个 点 是 由 对 于 四 面体 4BCD 的 每 两 个 项 点 所 作出 的 。 
M ,的 顶点 各 在 立方 体 工 ,的 一 条 棱 上 ,并 把 每 一 条 核 分 成 (3" 一 昌 

: (3" 十 1 ) 的 两 部 分 ，L,HIiL。 用 系数 为 3" 的 中 心 同位 相似 得 到 . 

在 证 明 中 研究 其 交集 为 M， 入 7 条 带 形 是 方便 的 ， 其 中 每 一 条 市 形 
是 由 边界 含有 四 面体 4 已 | 点 的 带 形 膨 账 到 3" 倍 的 方法 得 
到 。M ,的 体积 等 于 (5 . 32 一 3 ) /2。 
”256。1 ) 设 m 之 27. 我 们 要 证 明 第 一 个 人 以 在 ( mm， 1 ) 
布局 中 走 这 么 一 步 ， 使 所 得 的 布局 对 于 第 二 个 人 来 说 是 输 的 ， 如 
果 布 局 〈 m 一 nx，m ) 是 输 局 ， 那 么 所 求 的 走 法 是 (mn) 一 《m 
一 n，m ) ;如果 这 个 布 局 是 赢 的 ， 那 么 在 其 中 存在 使 它 变 为 输 
局 的 走 法 。 因 为 m 一 n 之 xn， 这 一 走 法 有 形式 ( m 一 n,n ) 一 (mm 一 
kn,n) ， 其 中 k 是 某 个 自然 数 。 那 么 ， 所 求 的 使 第 一 个 人 启 的 走 
法 是 ; (mm, nn) 一 (mm 一 Rn, n). 

有 趣 的 是 这 里 能 够 证 明 布 局 ( m,n) 在 m 之 2n 时 是 赢 的 布局 。 

2 ) 答案 ， 当 a 之 (1 十 5 ) /2 时 ， 

我 们 把 每 一 个 布局 ( m，7 ) 与 数 轴 上 的 点 z= 二 mm/n 之 1 对 应 ， 
其 中 m 宕 mn， 在 每 一 步 中 ， 点 z 疝 左 移动 某 个 整数 &; 如 果 点 x 在 
区 间 0<z<1 中 ， 则 把 它 代 之 以 倒数 : z 一 1/zs 如 果 点 x 在 0 上 ， 
则 是 输 局 。 在 数 轴 上 我 们 标 出 长 为 的 线段 [1/B; B] ; 当 有 = 


(1+V5 )/2 时 ，P 一 -1 在 这 条 线段 内 部 的 点 =m/n 对 


应 于 输 的 布局 ， 在 这 条 线段 右边 的 部 分 是 赢 的 布局 。 事实 上 ， 可 
以 用 通常 的 ( 赢 的 ) 走 法 从 那样 的 点 落 到 这 条 线段 中 ， 如果 1<z 
<8， 则 通常 的 走 法 不 会 落 到 线 段 中 去 ; 而 如 果 z==1 则 导致 败 
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局 。 因 为 在 火柴 盒 中 火柴 的 根 数 在 减少 ， 若 干 步 之 后 游戏 一 定 能 
结束 . 

257 。 满 足 此 题 要 求 的 数列 是 4 {nv 2; ， 其 中 tx} 二 x 一 
[zx] 是 x 的 分 数 部 分 ( n= 二 1， 2， 3, ) . 事实 上 ， 如 果 p 和 4 是 
自然 数 ，bp< (4 一 w 2 )qg， 则 

PI 20-p | 、1 
LV 9 | g(a Tt) 
因此 当 n>k 之 1! 时 
| {m2} 一 人 VE | = | (mV | > amy 


其 中 i= [mw2] 一 [LAw2]<mw2 一 ApwV 2 十 ! 

SS(m—k) (ww2 二 1)<(4 一 ww2 ) (mek). 

” ” 注 这 里 利用 了 以 下 事实 : 分 母 不 大 的 分 数 不 能 很 好 地 近似 
于 无 理 数 2 。 

这 个 题 的 其 它 解法 ， 例 如 借助 于 十 进 制 分 数 的 序列 的 方法 ， 
(〈 见 《 了 saagTr》1979，5，c，24 ) 是 很 繁 的 。 

258。 因为 1(1)=f(0)=1， 那么 多 项 式 P,(zx) = 
fC(f(…(f(z))…) ) 的 自由 项 P,( 0) 等 于 。 所 以 对 于 任 
意 整数 mn， 忆 (mm ) 除 以 m 的 余数 等 于 1. : 

这 里 用 和 二 Pi( m ) 代替 mw 后 ， 我 们 得 到 已 , (mm ) 与 my 一 
了 ( 1 ) 互 质 ， 

注 用 下 面 这 个 事实 能 立即 得 到 质数 集合 是 无 穷 集合 ， 存 在 
一 个 数列 (了 P,.( 2 ) ) ， 它 的 所 有 项 两 两 互 质 . 

259。 函 数 y 一 sinz 绕 着 坐标 原点 旋转 90" 后 得 到 象 z 一 
一 4siny. 设 是 y 一 sinz 与 它 的 象 z= 一 4siny 之 交集 中 的 任何 -- 
点 (图 105)， 那 么 点 M 与 它 绕 点 0 旋转 90" 、180* 和 270" 所 得 的 象 
点 、 上 和 介 一 起 属于 y 二 Asinz 的 图 象 ， 所 以 正方形 MKLN 内 
接 于 已 知 的 图 象 ， 当 4 足够 大 时 ， 可 以 用 至 少 1978 种 方法 来 选择 
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图 象 区 集 之 点 M ， 同 时 它们 与 点 O 的 距离 不 相 同 。 例 如 ， 当 4A> 
1978，2x 时 可 以 在 第 k 个 初始 波 与 第 个 象 波 交 集中 各 取 一 个 点 
( 波 的 起 点 为 0) 。 这 里 要 利用 连续 函数 的 根 的 存在 定理 ;由 它 
不 难得 到 : 在 上 述 所 指出 的 部 分 中 函数 图 象 相交 ， 

260。 1 ) 答案 ， 可 以 。 

首先 得 到 卡片 (1; 8 ) : 
(5; 19)— (6; ?20 ) 一 人 10)—…—(10} DP C3 17 ) 


— (4; 18)— (2; 9) 一 … 一 (9 1 了 《2 16 ) —(1;8), 


而 从 中 容易 得 到 卡片 (1 15)，(1 22)， (1 1 十 7R ) ， 


了 


XA i 
x 卫 Y =A sinx 
和 0 
L242 Ny, 
A VV 
Li 、 
图 105 


2 ) 管 案 : 不 可 能 。 
在 任何 运算 中 ， 卡 片上 的 数 之 差 都 能 被 7 整除 。 
3 ) 答案 : 设 d 为 6 一 a 的 最 大 的 奇数 的 因数 ， 那 么 仅 当 
了 二 1 十 dh (为 某 个 自然 数 ) 时 ， 从 卡片 (as 5 ) 可 以 得 到 卡片 
( 1 nn) . 
这 个 条 件 的 必要 性 是 显然 的 (其 证 明 与 2 ) 的 证 明 类 似 )。 
现在 只 要 证 明 ， 从 (ai 5) 可 以 得 到 (1; 1+d)。 如 果 c 和 6 的 


奇偶 性 相同 ， 那 么 将 完成 以 下 运算 ! (a; 5) 一 (人 ;过 ) 或 者 


(9 二， 好! ) ， 它 给 出 了 其 差 缩小 1/2 的 两 个 数 ， 等 等 。 对 (a 
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“qa 十 d ) 可 以 进行 以 下 一 系列 运算 : 

(和 二 ; 二 十 d ) 
(a; a+d)— (a-td; 十 2qd ) 一 29) 7 

或 者 

> (a at2d) 7 (HL, St+d) 


” 它 给 出 了 其 差 相 等 的 两 个 数 ， 然 而 当 a 之 1 时 数 变 小 了 。 重 复 这 一 
系列 运算 ， 如 同 1 ) 的 例子 那样 ， 能 得 到 (1; 1 十 d ) 。 

261。 设 4; 为 内 接 n 边 形 的 顶点 (i 二 1,2，…，n ) ; 68; 为 连接 
这 个 多 边 形 边 上 两 个 标 出 点 的 线 
段 ,O 为 圆 的 圆心 (图 106),>; 和 =“ ， 
是 分 别 以 A, 和 0 为 项 的 、 上 昌都 以 6; 为 
不 的 三 角形 之 面积 .同时 , 如果; 与 
O 在 含有 6b; 的 直线 的 两 侧 ，S;' 取 负 
号 。 那么 ， 对 于 每 一 个 :有 Si 二 +S;/ 
biR/2, 而 且 S1 十 Ss 十 … 十 SS 
等 于 以 所 标 出 的 点 为 顶点 的 多 边 形 图 106 
之 面积 ( 9; 取 正 号 或 者 负 号 表明 ， 能 在 里 边 或 外 边 从 点 O 看 到 
b;)。 因 此 SS 二 Si 十 Ss 十 … 和 十 SS 二 Si 十 Ss 十 … 十 9 

<(b1+bs +…+b,) R/2. 

262。 1 ) 如 果 n 为 偶数 ， 则 可 以 把 整个 肉 盘 分 成 尺寸 为 1 Xx 2 
个 格子 的 若干 矩形 (“多米诺”) 。 如 果 先 走 的 人 奉行 以 下 策略 
他 就 一 定 能 赢 ， 如 果 棋 子 在 某 个 多 米 诺 的 一 个 格子 中 ， 那 么 就 把 
它 放 到 这 个 多 米 诺 的 第 二 个 格子 中 去 (“关上 多 米 诺 ) 。 

如 果 ?* 为 柯 数 ,那么 除去 一 个 初始 格子 即 角 上 的 一 个 格子 外 ， 
可 以 把 模 盘 的 其 余 一 切 格子 分 成 多 米 诺 。 现 在 ， 类 似 的 策略 对 于 
第 二 个 人 来 说 是 赢 的 策略 

2 ) 先 走 的 人 始终 能 赢 。 当 7 为 偶数 时 ， 策 略 同 1 ) 。 当 ?为 
谨 数 时 ， 需 重新 把 所 有 格子 〈 除去 角 上 的 格子 ) 分 成 多 米 诺 ; 把 
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模 益 按 国际 象棋 的 次 序 涂 色 后 ， 容 易 证 实 第 二 个 人 任何 时 候 也 不 
能 走 到 角 上 的 格子 中 去 。 因 此 第 一 个 人 如 果 奉 行 “ 关 闭 ” 多 米 庄 
的 策略 ， 他 一 定 能 赢 。 一 一 -一 

263。 管 案 ， 不 总 能 做 到 这 一 点 。 

在 独 107 中 表示 的 是 6 条 线段 的 例子 : \ A 
3 条 长 线段 和 3 条 短线 段 ， 它 们 不 能 用 所 需 
的 方式 构成 不 自 相交 的 闭 折 线 。 事 实 上 ， 
有 一 条 短线 段 不 是 折线 开头 或 结尾 的 线 图 107 
段 ， 但 是 它 的 问 点 可 以 仅 与 邻近 的 长 线段 的 端点 相连 撑 ， 

264。 解 法 1 。 利 用 不 等 式 cb< (a 十 b)*/4, 对 于 任意 ec 之 0， 
我 们 有 | 
P= (zi 十 zz 十 … 十 ze ) ( 了 


一 《车 + 守 ) (全 十 … 十 守 ) 

< 了 (于 + 三 + 这 + 人 二 十 训 )* 
注意 到 ， 函 数 太 (+ ) 一 <- 十 二 一 定 在 区 间 [oc，6] 的 端点 上 达到 
最 大 值 。 我 们 选取 使 (a ) = 了 (6 ) 的 c， 即 取 c= wab。 那么 当 
a<t< 时 有 j(f) Va76+V67a。， 因此 有 p<n* (V575 十 
vb/a) /A=n’ (a+b ) /4ab. 

解法 2 。 我 们 把 重量 相同 的 重 物 分 放 到 横 坐 标 为 zy .x 、…、 

zu 的 点 上 ， 这 些 点 的 坐标 满足 双 曲 线 方程 y 一 一 ，a<z<b. 这 些 
重 物 的 质量 中 心 , 即 横 坐标 为 bp= (zi +z: 十 … 十 zs ) /mn， 纵 坐标 
为 ge= (元 十 志士 … 十 元 ) /n 的 点 将 在 由 双 曲 线 的 弧 与 连结 它 的 
端点 的 线段 所 约束 的 弓形 中 。 显 然 ， 应 当 在 弓形 的 上 边界 这 条 线 


有 段 中 寻找 使 pq 为 最 大 的 点 《pp，9 ) 《图 108 ) 。 
对 于 含有 这 条 线段 的 直线 上 之 点 (pp，g ) 来 说 ，g 可 记 为 p 
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的 线性 函数 ， 那 么 pq 将 是 p 的 二 次 三 项 式 (在 p=0 时 它 等 于 0) ， 
当 p=4a，p 二 6 时 它 有 相同 的 值 (. 二 =b， 五 =1。 所 以 在 这 两 个 


点 连 线 的 中 点 它 有 最 大 值 (a 十 6) (二 十 五 ) /4， 由 此 得 出 所 需要 
”的 不 等 式 ， 

注 “从 第 二 种 解法 容易 得 到 一 个 附带 的 结果 ， 任 何 直线 落 在 
双 曲 线 y==1/z 和 它 的 渐 近 政之 间 的 线段 都 相 等 ( 在 图 中 用 虚线 表 
示 的 部 分 ) 。 x 

现在 回 到 最 初 的 问题。 当 ? 为 
偶数 时 , 不等式 给 出 了 精确 的 估计 ; 
当 n 是 奇数 时 ， 可 使 它 更 精确 些 。 
( 当 n=5 时 ， 这 是 不 久 前 美国 奥 林 ”证 
匹克 竞赛 的 一 道 题 ， 


Ni- 


图 108 


265。 可 以 取 由 点 嫩 二 《RR，r (名 ) ) 构成 的 集合 作为 所 求 的 
集合 ， R 一 0， 1，2，…， 力 一 1， *(& ) 表示 k? 除 以 p 的 余数 当 
二 7 时， 这 个 集合 表示 在 图 109 中 ， 

.如 果 某 三 个 点 41/、A。n、A,( 1 之 m 之 n<<p ) 在 一 条 直线 上 ， 
则 以 下 关系 成 立 : 
了 (ID) 一 r(7) rn)—r(m) 
入 一 1 


B11 
» 


即 对 于 某 些 整数 4a 、b， 等 式 (% 一 m)(m? 一“。 
ap) =(m 一 1) (m2 一 m? 十 bp ) 成 立 ， 


把 不 包含 p 的 项 移 到 等 式 左 边 ， 我们 看 到 关 
(n 一 m)(m 一 1)(n 一 1 ) 能 被 bp 整除 . 十 二 
因为 p 是 质数 ， 这 是 不 可 能 的 . 上 十 站 

和 如果 某 4 个 点 向 、A1、Am、 4 在 平行 1 = 8 * 
四 边 形 的 顶点 上 ，4441 一 A 那么 有 好， 
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等 并 1 一 二 m 一 n， 及 r (1 ) 一 r (上) 二 r《m) 一 rn)， 妈 
(一 Rr? ) 一 (m? 一 n? ) 能 被 pb 整除。 那么 
(T+k)— (m+in) =2/—2m, 

因为 p 之 3，! 一 m 也 应 该 被 bp 整 除 。 然 而 这 是 不 可 能 的 ， 

266。 我 们 过 由 面体 的 两 条 相对 的 棱 作 互相 平行 的 平面 p 和 和 
p' 。 设 为 它们 之 闻 的 距离 。 我 们 将 只 研究 四 面体 对 牌 直 于 平面 
p 的 那些 平面 g 的 投影 ， 并 已 在 其 中 找到 面积 之 比 不 小 于 V2 的 
两 个 投影 。 四 面体 对 平面 g 的 投影 是 梯形 ,其 底 为 ce 和 b。， 
a 、 以 分 别 是 4、b 对 平 面 4 的 投影 ， 高 为 h ( 如果 寝 4、b 之 一 
的 投影 基 一 个 点 ， 则 梯形 退化 为 三 角形 )， 投 影 的 面积 等 于 (as 
十 以 ) h/2. 为 了 能 够 看 出 这 个 信和 如 何 依赖 于 楼 0、 _6 对 平 面 q 的 
倾斜 度 ， 我 们 来 研究 由 四 面体 的 楼 表示 的 站 量 a 和 65( 图 110 )。 
显然 可 以 认为 4 之 6b， 且 向 量 a、 之 间 的 夹 角 不 超过 90*。 把 它们 
移 到 一 个 顶点 O 上 ， 那么 我 们 就 可 以 不 说 四 面体 的 棱 对 画 g 的 投 
影 的 长 度 ， 而 说 向 量 4、 6 对 直线 ( 在 平行 于 bp 和 名 的 平面 上 上 的 


图 110 


直线 ) 的 投影 的 长 度 . 对 平行 于 向量 a 十 6 的 直线 1 的 投影 之 
和 等 于 | a CD | ， 对 垂直 于 a 的 直线 1s 的 投影 等 于 bsiny， 这 
两 个 值 的 比 不 小 于 w 2 : 
| a a 十 b | 2 二 a? 十 6: 十 245 之 a? 十 0 之 207: 之 20”sin?y。 
注 ”我 们 顺便 指出 ， 对 于 正四 面体 V2 是 最 好 的 信 计 ， 它 的 
任何 投影 之 面积 界 于 a*/2 和 a*/(2wV 2 ) 之 间 ， 其 中 a 为 屡 的 长 度 . 
237 


267。 设 
f(x7)=(z--01) + 二 +(7~a)", 
在 这 个 二 次 三 项 式 中 分 出 完全 平方 后 ， 人 得 
fz) 一 nz 一 pb) "+f(b.) (%) 
在 验证 这 个 等 式 时 应 当 注 意 到 np,=al 十 … 十 an。 
当 # 一 1 时 ， 所 要 的 不 等 式 显 然 成 立 (C = 已 ) 。 利 用 数学 归纳 
法 证 明 一 般 情形 时 只 要 证 明 不 等 式 
0&f(b,+1) ~—f(b)<(ai1 —br1) 
因为 在 把 数 c.z: 添加 到 ok 、a; 、…、as 上 时 C 的 值 增加 了 (as?; 一 
b.71)’, 而 D 增 加 了 (aef1 一 Bst1) ?十 f(bst1) 一 f(b,)。 左边 的 
不 等 式 立 即 可 从 (% ) 中 取 zx==b,+1 得 到 ; 右边 的 不 等 式 由 下 列 等 
式 得 到 : 
(nT1)0.41 =n6, 十 Go7l， HbDsl 一 D) 一 Get 一 Drl1， 
bi) 一 六 b) 一 055 一 b)2 一 (al 一 总 0 )2/n。 

注 把 到 * 个 点 的 距离 平方 和 表示 为 到 它们 的 “质心 2 (或 
平均 值 ) 的 距离 平方 的 恒等式 ( x%* ) 常 在 概率 论 、 统 计 学 中 用 
到 ， 而 它 在 平面 上 及 空间 中 类 似 的 等 式 常 在 几何 中 用 到 ， 

268 。 我 们 来 研究 人 :一 1 十 ww 2 十 WwW3 的 共 斩 数 人 一 1 一 w 2 
十 3， 和 3 一 1 十 WM 2 一 wW 3， 4 一 1 一 2 一 WwW 3， 这 些 共 思 数 
与 4 的 区 别 在 于 根 式 的 符号 不 同 。 如果 41"=g"* 十 r,v 2 上 sv 3 
十 fw 6， 那 么 可 以 依次 验证 
和 一 9 一 ra 2 十 Se 3 一 加 6， 
43 一 9 十 rw 2 一 SewW 3 一 可 6， 
4 一 9 一 rs] 2 一 SA 3 十 加 6， 
n= 二 1 ，2，3，4，… z 


把 这 4 个 等 式 相 加 后 再 用 44," 去 除 这 个 和 ， 然 后 取 极限 ， 我 们 得 
到 lim (gq./4,") :=1/4， 因 为 当 / 一 2、3、4、… 时 和 | < 。 因 


238 


此 lim( | 和 | "4 一 0。 把 另外 3 个 等 式 中 的 任何 一 个 加 到 第 一 
个 等 式 上 并 减 去 为 外 两 个 等 式 ， 得 到 
lim(rw 2/4 ) =lim(s, V3/71)=lim(t,vV 6 /1)=1/4, 
(于 是 对 于 大 的 n，q, 十 r. V2 十 s, M3 十 tf, V6 中 所 有 加 数 几 乎 
彼此 相等 ! 》。 由 此 我 们 得 到 : 
lim(r,/q) =1/V 2， lim(s,/q) =1/V 3， 


lim(t,/q,)~—1/V 6. 


注 我们 顺便 指出 ， 在 此 题 中 如 采用 任意 数 
atbV2+cvV3+dYV6(la、b、c、d 是 自然 数 ) 代 替 1 十 2 十 
w 3， 也 能 得 到 同样 的 答 腔 . 


269。 答 案 ，1/5。 

需要 研究 两 种 情形 ， 较 小 三 角形 的 直角 顶点 或 者 在 较 大 三 角 
形 的 斜 边 上 ,或 者 在 较 大 三 角形 的 直角 边 上 。 在 第 一 种 情形 中 ,两 
个 三 角形 的 直角 边 之 比 不 小 于 1/2， 而 它们 的 面积 比 等 于 1/4。 在 
第 二 种 情形 中 ， 固 定 较 小 的 三 角形 并 利用 大 三 角形 的 顶点 跑 遍 圆 
周 的 一 段 圆 吻 可 以 得 到 纯 几 何 解释 :也 有 分 六 解法 ， 如 果 较 小 三 
角形 的 直角 边 对 较 大 三 角形 直角 边 的 投影 分 别 等 于 z .多 图 111) ， 
那么 z: 十 2 一 a2， 而 大 三 角形 的 直角 边 等 于 2z 十 Vy 安 w 5a， 

270。 答 案 ; 不 能 从 它 跳 到 “无 穷 远 ” 的 那些 点 的 集合 之 大 
积 等 于 15， 这 是 --- 个 阶梯 式 的 图 形 v ， 匈 图 112。 

从 了 外 的 任何 点 可 利用 若干 步 (b 一 1 而 到 达 x 之 5 的 区 域 中 
然后 再 按 (一 5，7) 土 5(1， 一 1) 二 (0，2) 的 方式 姚 ， 
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国 111 图 112 

注 ”如 果 此 题 中 可 允许 有 3 只 或 更 多 的 松鼠 ， 则 可 以 作成 更 
有 意思 的 图 形 ， z 

271。 首 先 把 国会 议员 用 任意 方式 分 成 两 个 院 。 如 果 在 某 一 
个 院 中 的 议员 A 的 对 手 至 少 两 个 ， 那么 在 另 一 院 中 4 的 对 手 不 多 
于 1 个 。 再 把 4 重 分 到 另 一 个 院 中 去 ， 同 时 在 两 个 院 中 成 双 的 对 
持 的 总 数 3 都 在 减少 .因为 S 是 自然 数 ， 而 4 的 对 手 的 减少 只 能 
进行 有 限 次 ， 最 后 一 定 能 得 到 所 要 求 的 分 法 。 

272。 容 易 得 到 所 有 二 进位 制 的 有 理 数 : 分 母 是 2、4、8 .16、 
… 等 的 分 数 。 

为 了 从 (0，1) 得 到 分 数 1/n， 只 要 选取 其 和 为 1 的 、#? 个 不 同 
的 二 进位 制 有 理 数 并 取 它 们 的 算术 平均 值 即 可 。 例 如 ， 当 nm 一 5 了 时 


《对 于 生意 ?也 有 类 似 的 形式 ) 。 

现在 我 们 指出 ， 如 果 我 们 能 够 根据 某 个 方案 从 ( 0，1 ) 得 至 
i+， 那么 根据 同一 方案 可 由 (1，0) 得 到 1 一 +( 处 处 用 1 一 + 代 赫 z， 
而 求 算术 平均 值 的 运算 保持 这 个 变换 ) ， 根 据 同 样 的 方案 我 们 也 
能 从 《0， r ) 得 到 (0， rt ) ( 用 rz 代替 x ) 。 于 是 ， 如 果 我 们 已 
缀 得 到 了 1/ 以 及 所 有 有 再 4/(r 一 D)，h=1、2、3、 1 


那么 就 可 以 得 到 1 一 二 = ， 以 及 一切 =" 一! 


n° 
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273 。 我 们 研究 数 z。/m 的 集 合 ， 这 里 Rm 人 (Rk 十 1) ”一 1， 
( R=1, 2, 3, ) , 第 R 个 集合 由 从 zx: /R* Bz (kt 1} “一 1/((k 十 
1) ?一 1) 的 (& 十 1) 一 R* 一 28 十 1 个 数 构成 。 在 第 R 个 集合 中 把 每 一 
个 数 都 换 成 最 大 的 数 7,*/R*， 我 们 就 得 到 这 个 集合 中 一 切 数 之 和 
不 超过 (2 二 D 3 3 


那么 对 于 任意 自然 数 s 我 们 得 到 


TI Ta Ts (TL ZL To .Te 
二 十 二 十 十 二 <<? (于 十 到 十 瑟 十 … 十 g ) 
其 中 gq* >>n, 


274。 任 取 一 点 0 并 把 所 取 的 每 一 个 向 量 .个 表 示 为 O08 一 O04 
的 形式 . 在 所 有 向 量 的 和 中 每 一 个 向 量 OM 前 面 出 现 “ 负 号 ”各 
“ 正 号 ”的 次 数 一 样 多 ， 因 此 和 向 量 等 于 OO. 这 里 艇 是 已 知 点 。 

275。 答 案 ，1 ) 当 n=8 时 16 个 棋子 ，2 ) 当 " 是 偶数 时 需要 
2n 个 棋子 ， 当 n 是 奇数 时 需要 2n 十 1 个 棋子 ， 

证 明 1 。 图 113~1 及 图 113-2 清 楚 地 表示 了 那些 棋子 的 摆 法 。 
当 n 是 偶数 时 ,证明 较 少 的 棋子 不 够 用 比较 简单 。 这 是 因为 在 平 
行 于 一 条 对 角 线 的 每 条 直线 上 应 该 各 有 一 个 模子 ， 而 在 对 角 线 上 
是 两 个 棋子 《在 角 上 ) . 

证 明 2 . 在 图 让 的 每 条 虚线 上 应 该 各 有 一 个 模子 。 这 个 证 明 
也 适用 于 ”是 奇数 的 情形 (图 113-2 ) ， 除 2 一 2 条 串 线 外 (在 每 
一 条 虚线 上 都 有 一 个 棋子 ) ， 应 该 还 要 考察 连结 4、B、C、D4 
个 格子 中 心 的 6 条 直线 ， 在 这 些 直 线 上 需要 至 少 放 3 个 模子 。 

a+ ba:—b? biav/a:—b’: 

276。 答案 : z 一 /07 YI Tb 

把 所 给 方程 相 加 并 且 相 减 ， 再 把 所 得 结果 乘 起 来 就 得 到 

x —y’=a’—b:, Bri—y: = ai—b’, 
把 它 再 代入 原 方 程 组 并 解 所 得 到 的 方程 组 就 能 得 到 答案 。 如 采 在 


2 4 了 


解 中 用 z 替 换 4， 一 y 痊 换 b， 则 得 到 的 表达 式 与 原 表 达 式 相同 ， 这 
可 
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图 113 一 1 图 113 一 2 
说 明 不 需要 进行 检验 ， 只 要 再 把 答案 表达 式 中 的 z 换 成 48，y 换 成 
一 2 就 得 到 了 原 方 程 组 。 

注 ”我 们 指出 ， 如 果 用 方程 组 

zx—yf (x —y’) a 8 一 zf 一 多 ) 

1 一 产 (z2 一 g2) WII 一 大 (zz 一 2) 
代替 原 方程 组 ， 这 里 j 是 绝对 值 不 超过 1 的 函数 ， 则 原 方 程 组 的 一 
切 性 质 都 将 保留 。 这 个 问题 的 实质 在 于 “ 洛 伦 蒋 ”变换 

C2, VPs’, Y): r=, Y = 
具有 人 性质 ; 7? 一 y? 二 (xz’)? 一 (y')?。 

洛 伦 医 变换 在 爱 因 斯 坦 相 对 论 中 起 着 主要 的 作用 ， 

277。 如 果 用 每 边 攻 几乎 等 于 1/2* (有 =1，2,，… ) 的 一 组 小 
正方 形 来 覆盖 正方 形 ， 那 么 这 些小 正方 形 可 以 不 重 玲 地 摆 放 ( 图 
114) .因为 小 正方 形 的 面积 每 次 缩小 到 1/4 以 下 ， 那 么 它们 面积 的 
和 大 于 1， 所 以 它们 能 够 复 盖 整 个 正方 形 . 

278。 设 5 一 21 十 za 十 … 十 2 。 

因为 zi>zi，i=1，2，…，2?。 那 么 所 需 
要 的 不 等 式 可 由 下 列 不 等 式 得 出 : (s+ 十 1 ) : 

之 45， 显 然 它 等 价 于 ( s 一 1 ) : 尘 0. 图 114 
279。 因 为 p、g 互 质 ,那么 它们 之 中 的 每 一 个 数 都 与 %=p 十 g 


。 } 二、 ， 
互 质 。 因此 二 ， EE (i=1, < Pp—!1; 7 一 1，2，…， 
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_1 ) 都 不 相同 ， 证 jw 在 车 和 并 
4 一 1 ) 都 不 相同 。 注 意 到 5 总 在 二 和 二 之 间 。 因 此 ， 显 然 所 
有 分 数 请、 志 都 在 不 同 的 区 间 [车 ，“ 土 1] 中 ，h=1，2，…， 


ni—2。 
280。 设 e; 是 直线 i; 上 的 单位 向 量 ， 且 设 eiei+1 = 二 ci(i 二 1，2， 
2 1978 ) ，e8197981 一 C1979 (ci 是 ej 与 el 的 淆 角 余 弦 值 ) , 记 
O4;=aiei， 直线 4 :4 与 1 垂直 等 价 于 

(ai_iei_l 一 Gil16Ci+l ) ei 一 0， Gilici-l 一 Citlcis * ) 
在 取 定 1 后 ， 我 们 可 以 选 取 as、 ds、 "sy dilg979» 02、 Uss '**, 
a141s， 使 所 有 1979 个 条 件 ( x%* ) 都 成 立 , 但 除去 一 个 例外 ;: 
G16078C1078 二 G1C1979。 我 们 把 1978 个 等 式 


C1 Us Cs ,,, Uie79._C1977 
区 全 区 


di C2 ds Ci Ci1077 Cilor?7s 


G2 Cig79g Ga4_cC2 ,,, (Gi97s%..C1i076 
一 ”一 一 一 一 一 一 
CC1970 C1 CC2 C3 G1976 Ci977 


连 飞 并 约 分 后 得 到 第 1979 个 等 式 ， 

281。 记 二 GQ10441 十 4020472 十 … 十 as .i901:。 人 可 以 这 梓 来 计算 
它 : 在 由 0、1 组 成 的 数列 4, 二 (al ，a; ，…，4as,) 下 面 再 写 出 4。 
并 错开 k 位 ， 这 里 二 ps (A, ) 是 上 、 下 两 个 数 都 为 1 的 那些 数位 
的 个 数 。 

如 果 当 0<h<n 一 1 时 ， 所 有 ps (A, ) 都 是 奇数 ， 则 4, 满 足 
此 题 要 求 。 

”下 面 用 4。、4, 来 构 造 一 个 新 数列 41 二 4,04.， 它 的 长 度 
1 二 《2m 一 1 ) nn 一 《m 一 1 ) 二 2mn 一 m 一 n 十 1 。 我 们 用 2m 一 1 个 数 
字 组 成 的 块 4,0…0 来 代替 4， 中 的 每 一 个 1， 用 2m 一 1 个 零 组 成 的 

m—1 
块 代 替 4, 中 的 每 一 个 零 ， 并 把 最 后 的 m 一 1 个 零 去 挥 。 
在 用 上 面 所 指出 的 方法 计算 关于 4, 的 时 ， 如 果 上 下 两 行 馆 
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开 R 空 ,那么 上 一 行 中 每 一 个 块 4。 仅 接触 到 下 一 行 中 的 一 个 块 4。; 
如 果 k 二 《2m 一 1 ) q 十 r， 或 者 kh 二 《2m 一 1 ) gq 一 r,0<&rm 一 1， 
0<q<n 一 1， 那 么 pi(4A1) = 二 pa(A,) . p(A), 因 为 正好 有 P(A,) 
对 块 4。 相 接触 同时 它们 错开 r 位 。 由 此 得 到 数列 4 =4,U4。 与 
4,、4 一 起 是 所 求 的 数列 ， | 
1 ) 的 答案 : 4A, 二 4,114,, 其 中 4,= | 10|， 
e51101000110100000000001101 


此 外 ，4ssH4:s。 有 2 .25: 一 50 十 1 王 1201 个 数字 ， 这 就 是 2) 
中 所 求 的 数列 

”282。 假 设 四 边 形 A4BCD 相 交 于 点 0 的 对 角 线 不 互 相 垂 直 ， 
例如 角 A08B8 是 锐角 。 作 4、B 两 点 关于 点 0 的 对 称 点 4 、B’' .三 
角形 4’08 和 和 三 角形 B8’ OC 的 内 切 圆 的 半 色 小 于 三 角形 A40B 的 内 
切 阅 半径 r ( 所 有 这 些 三 角形 的 面积 都 相等 ， 而 三 角 形 40B 的 周 
长 较 小 ) ， 因 此 从 点 4、B 向 角 BOC 和 和 角 AOD 的 内 切 圆 所作 和 况 蕊 
线 分 别 与 射线 OA 、0B' 相交 于 C、D 两 点 。，C、DD 到 0 的 距离 分 
别 大 于 4 、B"' 到 0 的 距离 ， 所 以 线段 CD 不 能 与 三 角形 04’B' 的 
半径 为 r 的 内 切 圆 相 切 ， 

于 是 直线 AC 垂 直 于 直线 BD， 并 注意 到 所 有 4 个 内 切 加 的 半 
径 都 相等 ， 因 而 它们 是 四 边 形 4B8CD 的 对 称 轴 。 因 此 这 个 四 边 形 
是 菱形 ， z : 

283。 1 ) 我 们 考察 红 点 对 ( 41!，A4, ) 的 一 切 可 能 的 扫 法 了 。 
有 1!、44, 把 线段 4。4, 分 成 3 个 部 分 : A4。A1、A1A4,、A,A,; 用 计 表 
示 其 中 最 长 的 那 一 部 分 ，m 表 示 最 短 的 那 一 部 分 。 从 所 有 可 能 的 
摆 法 了 中 选取 使 M 为 最 小 的 那些 摆 法 ， 再 从 这 些 摆 法 中 选 取 使 1 
为 最 大 的 一 个 摆 法 。 我 们 要 证 明 ， 对 于 这 样 的 摆 法 T= (41，/4,) 
将 满足 条 件 M 一 m<1， 

候 设 对 于 它 有 于 一 mi>>1。 如 果 它 的 M 和 mm 两 部 分 相 邻 ， 那么 
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把 它们 之 间 的 红 边 界 移 动 一 条 线段 后 我 们 就 得 到 了 氛 法 7’ 它 的 
最 小 部 分 大 于 m 并 且 ( 或 者 可 能 ) 最 大 的 语 分 小 于 曹 ,这 与 了 的 取 法 
韦 盾 。 如 果 和 = 44，M= 4.4.， 那 么 ,或 者 摆 法 04，4,) 
的 最 小 部 分 大 于 m， 或 者 41.14, 志 mM 一 1, 则 有 摆 法 (A141， 
4 ,411 ) 的 最 大 部 分 小 于 几 ， 二 者 都 与 二 《A1，A,) 的 取 法 矛盾 
(图 115 ) 。 

2 ) 我 们 考察 这 样 的 摆 法 ， 它 的 k 个 部 分 人 1! 、 人 入:、…、 人 A; 
中 最 父 部 分 等 于 以 , 而 最 短 部 分 等 于 m< 衣 一 1。 设 入 ;二 在 
人 ij 二 昼 的 左边 。 把 人 ;的 右 端 点 向 右 移 过 1 条 或 若干 条 线段 ,使 A; 


1 z 4d 
DA *** AlAn "0 ArArm'' A, 


图 115 
不 小 于 MM 一 1( 但 不 大 于 MM) ,如 果 现 在 人 ;71 <M 一 1， 那 么 对 它 
进行 同 检 的 医 权 ， 然后 再 转向 八 ;7 ， 等 等 ， 直 到 所 有 部 分 入;、 
入 ;yi …、 和 ;1 的 长 度 都 大 于 或 等 于 训 一 1 为 止 ， 或 者 直到 我 们 不 
能 再 把 人 ;二 MH 减少 1 条 线段 为 止 。 如 果 在 所 得 到 的 摆 法 中 仍然 有 
M 一 m>>1 再 进行 同样 的 步骤 若 干 次 .在 这 里 我 们 所 得 到 的 摆 法 不 
可 能 重复 ， 因 为 得 到 的 新 摆 法 在 下 列 意义 下 要 好 些 ， 或 者 它 的 最 
长 部 分 以 的 长 度 确实 要 小 些 ， 或 者 M 相 同 ， 但 等 于 M 的 部 分 要 少 
些 ;， 或 者 等 于 M 的 部 分 的 数量 相同 ,但 那 时 m 较 大 或 者 ( 当 m 相 同 
时 ) 等 于 mm 的 部 分 较 少 。 因 为 所 有 摆 法 有 限 ， 经 过 若干 步 之 后 我 
们 得 到 了 最 好 的 摆 法 ， 对 于 它 有 六 一 m 委 1 

284。 答 案 ， 能 整除 。 显 然 所 给 数 能 被 20 整 除 ， 可 以 由 100 一 
99 十 1 以 及 19 十 20 十 … 十 80 二 99，31 得 出 能 被 99 整 除 . 

，285。 如 果 si 、s2 分 别 为 左边 具有 偶数 号 码 与 具有 奇 数 号 码 
的 面积 之 和 和， 而 ss、 5s4 分 别 为 右边 具有 偶数 号 码 与 具有 可 数 写 码 
的 面积 之 和 ， 则 ss 十 54 二 83 十 $1 二 53 十 54 三 51 十 52。 
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286。 只 要 证 明 在 任何 时 刻 可 以 把 重量 不 大 于 0.5 吨 的 集装箱 
送 入 轨道 即 可 。 
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287。94gcDp 二 294wpc。 设 AM=x， 那 么 
IAMCD<2O AMPSET(a—7)SRa /4. 

288 。 管 案 : 没有 。 y:= 二 (2: 一 +) (2 十 7)， 而 且 y 是 质 
数 . 我 们 得 到 : 或 者 2* 一 z==1，2? 十 + 二 y’*, 或 者 2: 一 +=y， 
2 十 +? 二 y*。 这 两 个 方程 组 都 没有 质数 解 . 

289。 设 0 为 所 给 圆周 的 圆心 ，R 为 它 的 半径 且 OE=a。 如 果 
a 之 R/V 2， 那么 所 求 之 荡 D 所 对 的 弧 等 于 90" ， 因 而 与 半径 为 
R/w 2 、 圆 心 为 0 的 圆周 相 切 。 如 果 ao<R/w 了 3 ， 所 求 之 弦 算 直 


于 直径 4( 注意 到 Seco 一 22Seon， 而 Saoop=1/2R?sin 01， 


9 二 人 BOD， 因 而 最 大 值 与 点 E 的 位 置 有 关 ， 

290。 设 44、B、C 为 湖 边 上 3 个 依次 而 排 的 居民 点 。 由 已 知 条 
件 知 : 当 且 仅 当 8B 与 C 不 通航 时 ，A 与 3 可 通航 。 于 是 把 所 有 居民 
把 分 成 若干 组 ， 每 组 由 相互 之 间 可 通航 的 两 个 居民 点 组 成 。 同 时 
任何 两 组 也 可 通航 ， 即 第 一 组 中 一 个 居民 点 与 第 二 组 中 的 某 个 居 
民 点 相通 航 ， 

291。 与 数 入 二 abcdef 一 起 , 数 abc 十 def、bcafde、 cabdef 
都 能 被 37 整 除 . 

292。 管 案 ; (zk, xl, zm),k、!、mEZ. 把 前 两 个 方程 


相 加 之 后 再 减 去 第 3 个 方程 ， 我 们 得 到 Sin 一 才 , cos 二 . 


cos <“-- 0 。 
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293. 如 果 仿 类 0 是 所 有 向量 之 和 和 ， 那 么 对 于 这 组 回 量 中 的 任 - 
ma 关 0 有 有 $= ~—ha, 其 中 R 是 其 个 数 。 

294。 1 ) 答案 ，1962 二 9 (1962) 一 1980。 

2 ) 如 果 数 % 的 末 位 数字 为 9， 则 S, ,i 过 S,; 如 果 末 位 数字 不 
是 9， 则 S41 二 5, 十 2。 对 于 任 意 自 然 数 m>>2， 选 取 最 大 的 必 ， 
使 Ow 过 m。 那 么 Sw+i 之 m， 同 时 的 末 位 娄 学 个 二， 因 此 或 者 
Swii 二 m， 或 者 Sy4i 二 m9 十 1 。 这 里 S$, 二 S(n) 十 1， 

295。 答 案 : 33。 每 一 个 3X 1 的 矩形 正好 含有 1 个 红 格子 。 

296。 1 ) 例如 ， 如 果 在 第 ! 天 三 个 朋友 4、 忠 、(C 的 身体 状况 
分 别 为 : A 在 接种 后 有 免疫 力 ，B 有 病 ， 而 C 健 康 ， 这 时 流行 病 就 ， 
不 会 停止 。 
”2 ) 如 果 流 行 病 不 停止 ， 那 么 存在 一 个 小 矮人 4 他 第 一 个 再 
次 患 病 ,然而 那 时 传染 他 的 小 斤 人 妃 这 次 应 该 在 4 之 前 再 次 患 病 。 

297。 管 案 ; 不 可 能 。 从 某 一 下 标 开 始 的 数列 rn 是 稳定 的 ， 
Bln, = np+ 1 = 

298。 答 案 : LDEC=90°,， /AEDC=60"， 人 LDCE=30". 
当 绕 着 点 O 按 所 需 方向 转动 60"、 并 作 系 数 为 12、 中心 在 D 的 位 
似 变 换 后 ， 点 P 变 为 线段 MP 的 中 点 瑟 、B 变 为 线段 BP 的 中 点 KR， 
直线 BP 变 为 直线 KH， 它 与 4P 交 于 后 上 ， 


299。 数 a 和 B 是 二 次 三 项 式 f (1)=(t 一 0) (1 下 = 一 tp 
+ 三 5 的 根 、 同时 xz<< etfs, f(x)>0H8f(2)>0. 


300。 答 案 : 《1，2，3，8，10，20，25，50， 100} 。 

设 hi 二 1 才 h 蕊 … 才 kh, 二 100 为 已 知 数 。 因为 2R; 之 Rir1， 炉 
么 对 于 任意 有 k, 志 2“!。 特 别 ，2”! 之 100， 由 已 知 % 之 3。 出 仆 
设 " 一 8 得 出 by? 一 50， 而 28e 一 25。 可 着 。 

01 每 两 个 自然 数 (xz，y ) 〈1 入 z 委 0，1Sy 委 7 亿 都 十 方程 
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[十 [221 =c(I 委 cc 委 2 [m22] ) 的 解 。 如 果 对 于 任意 
的 c, 解 的 个 数 不 大 于 MM, 那么 2 [51*] 3 到 或 者 M>> 二 V 页 ， 


302, BI1BEY CA, AE/ BC. 点 4、C、B、E 以 及 DD 在 以 
了 为 球 心 、 以 AB 为 直径 的 球面 上 车 ，CE 也 是 这 个 球面 的 直径， 


LCDE=90°, 而 cos LDCE = : 1， 从 要 把 正 束 定 再 应 用 到 


三 角形 DBE 和 三 角形 DCE 上 证 明 sin DBE>sin 人 DCE 即 可 . 
303。 1 ) 当 R>>m 时 ， 所 有 zx 在 小 数 点 后 面 的 前 wm 个 数 字 都 
相同 . 
2 ) 答案 : 能 。 
在 循环 小 数 + 二 0.10 小 数 点 后 面 号 码 为 kh(10"< 之 k 之 10" 十 5) 的 
数字 上 用 1100 代 替 1010。 
C ) 答案 : 2 一 0 :zzz zs 皇 中 当 10"<R 委 10 十 5 时 zk 一 1， 
而 其 余 的 zx 一 0。 


第 十 五 届 


304。 答 案 : 32 (V2 一 1 )， 
需要 利用 以 下 事实 :在 一 个 棋盘 转动 90" 后 黑 格 子 变 成 白 格 
子 ， 而 白 格 子 变 成 黑 格 子 。 而 在 转动 两 个 棋盘 时 两 个 棋盘 上 的 黑 
格子 都 由 和 央 格 子 所 取代 。 因 此 所 求 面积 元 由 两 个 柑 胡 的 交集 所 移 
成 的 八 边 形 面积 的 四 分 之 一 ， 

305， 只 需要 证 明 B,M4= /441B1= 人 /A1B1B. 

06。.1 )k=3; 720=2.3.4.5.6=8.9.10,。 

2 ) 如 黑 m (mm 十 1 ) 二 n(n+1) (rn 十 2) (3 十 3)， 那 人 么 
m2 十 m 十 1 二 《nn? 十 3n 十 1 ) *:， 这 是 不 可 能 的 ，。 
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307。 如 果 在 表格 的 某 一 列 中 从 上 面 数 起 的 前 3 个 数 是 a、 mn 各 
4 那么 人 2、…、m 一 1、 沪 中 的 每 一 个 数 在 第 二 行 中 数 m 的 左边 
至 少 出 现 n 次 ， 而 大 于 m 的 任何 数 出 现 的 次 数 小 于 1. 

308、。 答 案 : 当 a 志 0 时 , $= (1 一 a) Vi~a; 当 0<o<1/2 
和 寺 ，S 二 1 一 2a; 当 a 之 1/2 时 ，S 二 0， 

309。 绕 管 项 点 C 转 动 60 度 后 三 角形 C.A4D 变 为 三 角形 CBE， 
州 当 绕 着 点 肛 转 动 60 度 后 三 角形 瑞 28 变 为 三 角形 DK.， 

310。 如 果 居 民 兴 与 4 认识 、4 与 4 认识 、…、4 与 了 认 
识 ， 我 们 就 说 这 些 居 民 了 着 、A1t 、A;，、…、AA,、 了 构成 一 条 和 链 ， 
由 已 知 条 件 得 出 ， 任 何 两 个 居民 由 某 条 和 链 所 连接 。 我 们 认为 不 在 
在 闭 链 《〈 即 在 其 中 广 与 了 认识 的 链 ) 。 取 最 长 的 一 条 链 关 一 A1 一 
一 人 一 一 A10 一 … 一 A 一 了 。 如果 <19， 那 么 ， 如 果 将 一 洲 
赔 告 知 A1。，10 天 后 它 就 会 为 全 村 居民 所 知 。 如果 k 之 20， 那 么 
分 出 居民 着 、41 、…、A16o 以 及 与 他 们 未 经 过 4A1 1 发 生 联 系 的 所 
有 人 《 兴 不 少 于 11 个 人 ) 、 剩 下 的 居民 仍然 满足 此 题 要 求 ， 因 此 
重复 上 述 步 又 89 次 〈 每 一 步 中 都 要 注意 自己 的 41。) ， 或 者 在 某 
一 步 中 我 们 能 使 所 有 居民 都 知道 某 条 新 闻 ， 或 者 剩 下 至 多 1000 一 
89. 11 一 21 个 人 ， 从 这 21 个 人 中 再 挑选 1 个 人 。 如 果 在 村 子 中 有 
闭 链 ， 那 么 可 以 把 这 条 闭 链 弄 断 ， 问 时 保持 满足 此 题 的 条 件 。 

311。 我 们 有 jn ) 一 《一 1) "ae 二 《一 1) "0; Cr/3 ) 一 
a/2—b: (2r/3) 一 一 a/2 十 2。 因此 |] ea 二 2] 迄 1， ja 一 28| 雯 2， 

312。 设 二 、N 分别 是 平行 四 边 形 48BCD 的 边 BC 和 4C 的 中 
点 。 平 行 四 边 形 KL’ MN' 或 者 与 KLMN 重合 、 或 者 不 重合 。 在 
第 二 种 情形 中 四 边 形 A4B8CD 是 梯形 ( BC YAD ).、 

313。 答 案 ; ZX, 二 1]，nEN 而 当 n € ZL 时 zx, 一 ?。 | 

314。 如 果 在 m Xn 的 表格 的 某 一 行 中 日 格 占 大 多 数 ， 则 称 这 
一 行 蚌 白 的 ; 在 相反 的 情形 中 则 称 这 行 契 黑 和 的 。 设 p、4 分 别 是 白 
行 和 黑 行 的 数量 ，r 、s 分 别 是 白 列 和 黑 列 的 数量 ( pp 十 gq 二 mm， 
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7 十 5=m) ,可 以 认为 PSq。 设 在 每 一 行 (或 列 ) 中 不 到 1/4 的 格子 是 

其 它 颜色 。 那 么 ps 二 Gar 不 大 于 在 所 有 行 和 列 中 -其它 颜色 格子 的 

总 数 , 即 小 于 mn/4 十 mn/4 二 mn/2， 因 此 r 志 ss。 而 白 格 的 总 数 小 于 
an, sm mn np mr 
pr Thr 下 


所 a min 
(rb) 
315 。 出 已 知 条 件 得 出 JE ME 二 X4-PC- 厅 了-5 人 六 

316。 管 案 ; z= 二 5，y 二 6。 如 果 7x7 二 4d 十 Yy，d 之 1!1， 则 
(3d 一 1)4 二 (3d 一 dg) 十 一 61.。 贝 此 d<3. 

317。 对 于 任何 一 个 队 存 在 9 个 没有 与 它 比赛 过 的 队 ， 而 在 这 
9 个 队 中 存在 两 个 没有 彼此 交 过 锋 的 队 ， 

318。 设 4;、B，、C;: 分 别 是 8C、CA、AB 边 上 的 点 ， 它 们 
满足 4C,/C.B=B8Ai./41C=CB,/B;A=3。 六 边 形 414,8.8， 
C1C; 的 周 长 等 于 3/4P 且 大 于 三 角形 A1B1C1 的 周 长 。 还 应 该 写 
电 关 于 三 角形 4,C1B:、C1B;Al!、A1B1C;, 的 三 角 不 等 式 。 

319。 应 该 利用 不 等 式 z>>g>>0 以 及 0<z 一 J 之 2 十。 

320。 设 A 和 8B 为 所 作 折 线 的 两 个 端点 , 作 折 线 对 直线 AB 的 射 
影 ， 折 线 的 每 一 条 边 的 相对 误差 等 于 p， 因 此 所 有 边 的 绝对 误差 
之 和 不 大 于 4p。 因 此 d<4p、。 

321。 1 ) 不 可 能 (所 放 的 一 切 数 之 和 仍然 是 奇数 ) 。 

2 ) 可 以 。 

3 ) 不 可 能 ， 

为 了 证 明 1 ) 和 2 ) 的 结论 我 们 来 考察 两 个 四 面体 ， 这 两 个 
四 面体 由 立方 体 的 那些 顶点 所 构成 ! 其 中 的 任意 两 个 不 属于 同一 
条 楼。 所 作 的 运算 使 在 每 个 四 而 体 顶 点 之 上 的 数 的 和 增加 1. 

332292。 答案 例如 9440。 设 m 二 2，3。，5。7， 上 ,选取 k 使 m 一 1 
能 被 11 整 除 ， 而 mm 十 1 能 被 13 整 除 ， 我 们 得 到 "一 mm 一 10 满 足 此 题 
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323。 管 案 : 在 最 后 的 一 捍 中 卡片 将 是 按照 不 减 的 次 序 摆 有 。 


4 任 攻 个 已 知 点 中 至 有 
A 


两 个 在 图 116 所 示 的 1 个 图 形 中 。 
图 116 


325。 1 ) 答案 : 当 z 一 一 1 时 
可 能 的 最 小 人 等 于 3。 由 算术 平均 
值 的 不 等 式 可 得 到 1 十 Xx”y* 十 XJy? 
之 37°Y*。 

2 ) 设 p (zx， y ) ~gi(x, y)+gi(x, 十 … 二 gs (X,Y)， 
其 中 g; (x，y) 是 多 项 式 , i=1，2，…， nn。 因为 p(x，0) 
=p(0,，y) =4， 多 项 式 g,(zx，y) 不 可 能 合 有 形 为 ax* 和 by! 的 
单项 式 ， 因 此 x*y* 的 系数 应 该 为 正 . 

326。 答 案 ， 一 个 点 ， 即 三 角形 4BC 的 中 心 0， 
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327。 答 案 ，rlirz。 

328。 管 案 ; 3 个 数 。 用 归纳 法 可 以 证 明 当 n 之 4 时 4.1 达 6 过 
ds. 

329。 1 ) 从 能 被 2" 一 1 整除 的 、 形 为 2 十 2 十 … 十 2 的 数 
中 选取 有 最 小 "的 那些 数 ， 再 从 所 得 的 数 中 选 取 使 Ri 十 Ra 十 … 十 
上, 为 最 小 的 一 个 数 。k1、k;、…、R: 中 所 有 数 都 不 相同。 如果 
1 之 斩 ， 则 h 才 yr 一 1， 以 及 2 全 十 2 十 … 十 2 之 2" 一 1 。 矛 盾 ， 

2 ) 不 存在 。 设 p= 二 a110' 十 … 十 a 是 能 被 M11… 1 整除 的 、 

、 加 个 
且 记 有 数字 和 小 于 m 的 最 小 的 数 。 那 么 r 宇 m， 因 而 能 被 肯 整 除 的 
二 p 一 (10' 一 10”") 小 于 p, 并 且 它 的 数字 和 不 超过 p 前 数 宇 和， 
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330。 在 8 个 数 之 中 存在 3 个 不 超过 1V6 的 数 ， 同 时 其 中 的 两 个 
数 在 同一 侧面 的 对 角 线 的 端点 上 。 这 个 侧面 应 该 给 第 一 个 人 ， 
331 。 答 案 : 在 星 戎 六。 
332。 管 案 : MA/MB=k*。 设 O 为 平行 四 边 形 的 中 心 。 三角 
形 AOM 与 三 角形 MOB 相 似 ， 
333。 假 设 结 论 不 成 立 。 把 所 有 绝 的 端点 涂 成 黑色 。 青 把 整 
个 图 周 分 成 长 度 等 于 1 的 若干 条 统 并 把 新 的 分 点 涂 成 红色 .现在 
任 取 一 条 长 度 为 2 的 弧 A4C， 它 的 两 个 端点 是 黑色 ， 中 点 8 是 红 
色 ， 与 点 8 关于 圆心 对 称 的 点 3B 是 黑色 。 设 在 长 度 为 3 一 1 的 绝 
AB 上 有 ni 条 长 度 为 1 的 弧 、1; 条 长 度 为 2 的 弧 及 ns 条 长 度 为 3 的 
弧 。 在 弧 BC 上 将 有 mi 条 长 度 为 3 的 弧 (与 长 度 为 1 的 张 的 端点 关 
于 圆心 对 称 的 点 是 红色 ! ) 因此 ns = 二 k 一 n1， 这 与 3k 一 1 二 ?1 十 
2n, 十 3ns 也 有 盾 。 
334。 设 AM.BM.CM 和 DM 都 是 长 度 为 1 的 线段 ,它们 都 在 连 
结 点 朋 和 四 面体 顶点 的 射线 上 。 直 线 DM 与 三 角形 A4BC 相 交 于 某 
一 个 所 ,如 果 和 AMD, 人 BMD 和 和 人 人 CMD 的 余 改 值 大 于 一 1/3, 那 
么 这 些 角 小 于 9 二 arccos( 一 1/3), 而 AMB、ABMD 和 CMP 
大 于 x 一 g。 可 以 认为 和 4PB>>120* 。 那么 把 余弦 定理 应 用 到 三 
角形 A4PB 和 三 角形 A4MB 后 得 到 cos 人 AMB< 一 1/3， 
335。 管 案 :; 5 过 a 之 ce， 
—> 一 一 > 一 一 > -> 
”336。 设 0 是 使 041 十 OA; 十 … 十 OA26+1== 0 的 点 。 选 取舍 
2 一 1 能 被 2n 十 1 整除 ， 人 仿生 将 关于 同位 相似 于 做 ， 县 相 
似 系数 等 于 2 ” 。 
337。 答 案 : 100。 应 当 考 察 前 99 个 数 中 的 最 大 的 数 a 以 及 后 
1882 个 数 中 最 小 的 数 b5， 并 证 明 a< 过 100<b.， 
338。 答 有 宁 ， 小 精灵 正确 。 岛 对 河岸 射影 的 总 长 度 小 于 4 米 ， 
因此 从 码头 到 岛屿 之 间 最 近 的 出 口 小 于 2 米 ，。 
339。 依 次 引 : 1 ) 两 条 平行 线 ， 其 中 每 一 条 都 与 抛 物 线 相 
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到 于 两 个 点 ;2 ) 经 过 所 得 各 线段 中 点 的 一 条 直线 ，3 ) 这 条 直 
线 的 对 线 ， 它 与 扫 物 线 相交 于 4、 如 两 点 ，4 ob 中 者 
线 ， 这 就 是 轴 oy。 轴 oz 过 oy 与 抛物 线 的 交点 并 与 oy 和 亚 直 。 长 度 
单位 是 直线 y= 二 zx 与 抛物 线 交 点 的 模 坐 标 ， 

340。 2 ) 设 m 和 及 ,分 别 是 第 k 列 中 最 小 的 数 和 最 大 日 数 ， 
A 对 这 列 中 的 任意 数 zx 有 mu 和 r 委 4 因 此 或 者 存在 z， 对 于 一 
切 R 三 1， 2，…， 1 有 ma<z 委 1M 或 者 存在 R 有 了 满 了 正 开 pk 
寻 。>>7me， 但 那 时 在 每 一 行 中 郑 有 数 y， 它 满足 性 和/ 委 rr。 

四 A E+E 

341 。 2 wz 十 2 以 工 32 .3 >2. 2 7. 


342。 答 案 : 43 个 数 ; 2、3、'…、44。 如 果 划 去 的 数 少 于 43 
个 ， 那 么 至 少 有 一 个 3 数组 (R，89-R，R(89-R) ) 由 未 被 划 去 的 
数组 成 ， 其 中 2<hk<43， 

343。 在 图 117 记 示 图 形 的 格子 中 的 最 
小 数 满足 条 件 。 

344。 可 以 认为 gl 十 az 十 … 十 as 之 0。 

设 集 合 Ms(i，R=0，1，iR) 由 那些 
使 ! 二 i(mod3) 的 数 al 以 及 使 mm 三 k(mod3 ) 
的 正 数 c, 组 成 。 集 合 M ,中 的 一 个 集合 满 
足 此 题 的 要 求 。 图 117 

345。 把 不 包含 任何 标 出 格子 的 列 与 最 右边 的 一 列 对 换 ， 再 
把 所 得 表格 的 最 后 一 行 与 包含 标 出 格子 的 任意 一 行 对 换 。 这 时 此 
题 就 归结 为 (rn 一 1 ) Xx (1 一 1 ) 的 表格 。 

346。 :用 go 、91、…、4: 分 别 表 示 0、!、…、? 中 的 一 个 数 ， 
它们 满足 | a] 志 1a-oo |j 季 1a-c | 乏 … 和 入] oa 一 co | 。 对 于 
满足 Lh<n 的 一 切 &， 不 等 式 | o 一 o | 之 全都 成 立 ， 把 这 些 不 
等 式 连 乘 起 来 就 得 到 
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|cj，| a1|… |a—n | 
= co 一 ao | oo 一 cl | … | a—a., | > 《oa? 二 一 

347。 1 ) 不 存在 。 当 Xx 二 1.y 二 2、.z 二 1 时 等 式 的 左边 等 于 0. 

2 ) 和 存在。 设 4 二 7 一 y 十 1，v 一 y 一 2 一 1]， 岂 二 z 一 Xx 十 1。 在 
等 式 (4 十 ov 十 岂 ) 7 一 1 中 去 括号 、 合 并 同 类 项 后 得 到 waP 十 usQq 
二 wR 二 1， 

348。 设 四 面体 KLMN 的 界 面 KLM 有 最 大 的 周 长 。 设 
Ai、Bi、Ci、Di 分 别 是 点 女 、B、C、D 对 平面 KLM 的 投 
影 ， 且 设 是 四 面体 KLMA 对 平面 KLM 投 影 的 限定 折线 ， 
假定 Pesro 表 示 连 结 R、S、T 和 Q 的 6 条 线段 长 度 之 和 ， 那么 


1 ) Prruyn 人 2Priss 2 ) Priyfr, 3 )Pr< SPancip, 


4 ) Pa,sicip,SPaacD, 
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349。 2 ) 任意 两 条 折线 不 应 该 有 公共 线段 ， 因 此 在 正方 形 
边界 上 的 且 异 于 其 顶点 的 12 个 结 点 应 该 都 是 折线 的 端 点， 而 5 条 
折线 共 10 个 端点 。 

350。 管 案 : 1 ) 不 可 能 ; 2 ) 可 能 。 

这 里 “ 倒 过 来 ”进行 推理 比较 好 ，(17，1967，1983 ) 只 能 
出 (5，3，3 ) 得 到 ， 而 45，3，3 ) 是 由 《3，3，3 ) 得 到 而 不 
是 由 《2，2，2 ) 得 到 的 。 

351。 设 @ 为 三 角形 XY2 内 部 的 一 点 .把 它 与 已 知 的 圆心 Oi、 
OQ;、0Os 以 及 点 六 、Y、Z 连 结 起 来 ,在 所 构成 的 6 个 锐角 中 有 一 个 


《例如 角 O1 于 4) 不 小 于 60"。 那 么 40 过 OX/sine0° = OX, 
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352。 设 n? 之 a 之 6b 之 ce<d 过 (nt1):， 朋 ad=bc。 那么 
(atd)?: 一 《da) :< 之 (b+c)*， 以 及 a 二 db 二 c。 册 此 得 
到 (da):> (atdt+b+c) (e+d 一 5 一 c) >>422 ， 但 是 
d 一 a 二 2n。 记 盾 、 / 

53。 答 案 ; (0, 0); (2 二 V2?, 2+vV2); (2~v2,， 
2 一 V2 ) ,从 第 一 个 方程 中 减 去 第 二 个 方程 后 得 到 f (x) 二 了 (y)， 
其 中 函数 站 (z ) = 一 za 一 2z2 十 2z 是 增 函数 (六 (xz)>>0) 。 

354， 如 果 k 之 a44…45 ( a 之 1 是 首位 数学 ) ， 


ni—2 


Pd n— 1 (ad 十 1)10” 7 G 十 1 
那么 8 二 (at1)10"!, 所 以 k&/k 志 ~ a T4918/13. 
\ 一 v 一 


及 一 2 
如 果 有 RSa44…4， 则 R 一 al102:， 所 以 RAR<1， 
\—y— 
中 一 | 
$955。 Spep= (Sper+S4er) < (Sarrt SAnr) 


= Sare—T (SAsrt Sare) SS4srt+ Saar) 


=— Oppr OADE, 

356。 管 案 : 1 ) 不 是 ，2 ) 不 是 。 

1 ) 把 w10 表 示 成 十 进 制 的 小 数 ，cs 好 1 的 末 位 数字 等 于 这 
个 小 数 的 小 数 点 之 后 的 第 R 个 数字 

2 ) 如 果 有 ,是 偶数 ， 设 ?一 0 ， 如 果 有 是 奇 数 ， 则 设 7 一 1， 
把 2 表示 成 二 进 制 的 小 数 ，yzwr :等 于 它 的 小 数 氮 之 后 的 第 n 
个 数字 ， 所 以 yl 不 是 循环 数列 。 

57。 由 已 知 条 件 得 出 sina ( sina 一 co0sB ) =sinpg (coSa 一 
sinp)。 如 果 sina>cospB, 有 cosa>sinpB, 那么 sin*p 十 cos*p<1， 
也 盾 。 间 样 也 不 可 能 有 sinc<cosCA，cosz<sin1。， 因 此 
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Sina=c0sB, coso=sinp. : z 

358。 设 c 和 1 是 已 知 平面 ，! 是 它们 的 交 线 。 只 要 把 平面 4 纸 
着 直线 ! 转 动 到 与 平面 8 重合 即 可 (点 4 .B11、C1、DD1 与 平面 一 
起 转动 ) 。 

359。 答案: 5。 如 果 方 程 f, (xX) 二 x 十 p,z 十 gq, 二 0 不 是 最 后 
一 个 方程 那么 ,如 果 n 宇 3,p,.4: 之 0， 则 有 pr 这 4，4r 之 pa，， 
Prq' 放 一 (pP, 十 9,)。 如 果 方 程 1 《x)= 二 0 不 是 最 后 一 个 方程 ,那么 ， 
或 者 p4 过 0< 之 qs， 或 者 0 过 ps 过 q4 辐 时 p: 过 0<qs， 这 两 种 情形 都 
不 可 能 。 例 如 当 n= 二 5 时 : 


fs (x) =7*—5 +4 f(t)=7?—S7—2, fs (7x) =z? + 二 7， 


fa (z) 一 于 一 全 > 十 本， fi (2) =7*—267— 

360。 如 果 a" 能 被 六 整除 ， 那 么 a 能 被 2 整除 。 
361 。 答 案 ， 不 能 . 七 个 字母 的 单词 共 有 128 个 ， 电 已 知 华 
件 ， 其 中 3， 8 十 10. 4 十 30. 2==124 个 词 不 可 能 在 词典 中 出 现 , 因 
此 在 这 本 词典 中 只 有 4 个 单词 出 ?7 个 字母 组 成 。 

362。 管 案 ; 1 ) 可 以 。2 ) 可以， 

1 ) 取 两 张 无 穷 大 的 方 格 纸 。 在 第 一 张 的 彼此 相距 5 个 格子 
的 斜 线 的 方 格 里 打上 1， 而 在 其 余 的 格子 里 摆 上 0。 在 第 二 张 的 披 
此 相距 3 个 格子 的 斜 线 的 方 格 里 摆 上 !， 其 余 的 格子 里 扫 上 0。 然 
后 把 在 两 张 纸 上 彼 此 对 应 的 格子 中 的 数 相 加 。 
” ”2 1) 在 同样 的 斜 线 上 的 方 格 中 交替 地 摆 上 0 和 1， 再 把 两 张 纸 
上 彼此 对 应 的 格子 中 的 数 相 减 。 

363。 答 案 ，w 5 十 1， 

364。 如 果 a 是 孩子 对 的 总 数目 ， 是 由 男孩 子 组 成 的 对 的 数 
上 日， 那么 24 二 8m，。 

365。 签 案 ，3 十 2w 2 。 如 果 s: .9.5s、54 分 别 是 按 顺 时 
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对方 向 编号 的 矩形 询 面 积 ， 屠 么 S15 ,= 二 59,5 ,之 2， 而 Si 十 3s 十 
9 十 PE3 十 2w 2 。 

366。 设 el 、es 、es 分 别 为 向 量 O4、OB、OC 上 的 单位 向 
其 ，ABOC=a， 人 人 COA=6，/AO0B=Y、， 只 束 证 明 el sina 十 
eSin8 十 essiny 二 0 即 可 。 为 此 应 该 考 罕 三 角形 PQR， 它 的 边 分 
别 平行 于 OA4、08B 和 OC， 并 利 用 等 式 PQ+PR+QP=0. 

367。 对 m 作 归纳 法 ， 当 m 二 1! 时 结论 成 立 . 设 对 于 m= 二 kh 一 1 
(& 之 2) 结 论 成 立 。 我 们 来 考察 2k 十 1 个 绝对 值 不 超过 28 一 1 的 数组 
成 的 集合 4。 如 果 在 其 中 存在 28 一 1 个 绝对 值 不 超过 2A 一 3 的 数 ， 
那么 一 切 就 都 清楚 了 。 在 相反 的 请 形 中 可 以 认为 ， 在 4 中 或 者 有 
2k 一 1 、2k 一 2 和 一 2k 十 1 ， 或 者 有 2k 一 1 、2&k 一 2 种 一 2R8 一 2。 在 第 
一 种 情形 应 该 考察 数 对 (1，2k 一 2)、(2，2k 一 3)、…、(k 一 1，k》 
以 及 (0， 一 2k 十 1)、( 一 1，2k 一 2)、…、( 一 k 十 !， 一 R)。 至少 
有 一 对 数 由 4 中 的 数组 成 。 在 第 二 种 情形 类 似 地 考 察 数 对 (1， 
28 一 ])、-…、(R 一 2， 欠 和 (0， 一 2 十 1 ) 、( 一 1， 一 28)、 
(一 R 十 1， 一 月 。 

368。 管 案 : 等 式 只 可 能 对 有 对 应 垂直 边 的 等 边 三 角形 4BC 


和 DEF 成 立 . 由 do 人 < 二 min {di，ds，ds》 得 到 三 角形 4BC 


的 每 个 角 都 不 超过 60"。 

369。 如 果 在 直线 上 给 定 长 度 分别 为 xz 和 BB、 县 不 相交 的 线段 
入 和 和 人 入;， 那 么 端点 属于 入 ;和 入 :的 线段 长 度 的 集合 填 满 了 某 条 
长 度 为 a 十 6 的 线段 。 因 此 ， 如 果 0 、9 、…、 4 为 已 知 线段 
的 长 度 ， 那 么 61 十 ( 60: 十 6, ) 十 《 6 十 0 ) 十 … “十 (6. 十 
6 ) 十 62 十 《B+ 0) 十 … 二 《6 十 0) 十 十 Osi 
6 ) 十 6% 二 kh( 0 十 0 十 … 才 0, ) 之 1 。 

370。 显 然 w 王 10 且 w 和 we， 如 果 对 于 任意 "有 内 一 wofl 
那么 这 个 小 数 是 循环 小 数 。 如 果 对 于 一 切 # 有 vni1 放 V0。， 则 ov 之 
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371。 1 ) 如 果 2# 不 能 被 4 整除 ， 那 么 因数 中 只 有 一 个 个 数 ， 
色 此 它们 的 和 不 等 于 0。 
2 ) 答案 ， 当 ”一 4 时， 如 果 有 为 偶数 ， 那 么 ga 一 2 (一 2k) 
-| (一 11) 如 果 k 为 奇数 ,那么 mn 二 (一 2) 《一 ?2 ) 。 
| 3 ( 一 1 ) 上 一 
372. eb vv 
向 量 48 由 AC 施 转 60* 而 得 (AB= 一 人 4B; Br+ABs 
| jc Te Te ) 。 
374。 答 案 当 m 和 nn 有 相同 的 奇偶 性 时 .。 
如 果 m 和 "为 奇数 ， 那 么 必须 粘 成 1 Xn 的 长 条 。 而 由 m 块 这 样 
的 长 条 可 得 m Xx +4 的 矩形 . 当 m 和 和 1 为 偶数 时 , 先 类 (m 一 1) Xx (n 一 1)， 
1 X (7n 一 1),《m 一 1)X1 和 和 1 x 1 的 矩形 .如果 m 和 “有 不 同 的 奇偶 性 ， 
那么 由 关于 糙 成 矩形 可 能 性 的 假定 ,必然 得 到 小 方块 总 数 是 奇数 。 
375。 xsin2e , gcos2emarz (x, y ) <z 十 9 
376。 答 案 : 不 对 。 对 手 只 要 将 正方 体 的 任意 三 条 两 两 异 面 
.的 校 涂 上 绿色 就 行 了 ， 而 这 一 点 他 总 是 可 以 做 到 的 。 
377。 设 gd1，4Gzs， …， 4a, 是 给 定 的 数 ， 且 
‘tt 


1 ) ss 一 〈《 旦 十 于 ) 十 …… 十 《时 十 2 ) 之 2n. 


2 ) 用 数学 归纳 汪 证 中 丰富 So 3 为 此 先 考 察 4 一 3 的 情 
形 ， 并 注意 ai， C293 “” ai 中 最 大 者 等 于 它 相 邻 数 的 和 ， 
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378。 直线 4414,、B1B; 和 和 C1C;, 是 三 角形 41B1C1 的 三 个 内 
角 的 平分 线 。 

379。 管 案 : 内 一 1 一 0. 如果 (5 二 3w 2 )"= (3+5V2 )”， 
那么 (5 一 3w 2 )"= (3 一 5Y 2 )" 但 这 是 不 可 能 的 。 因 为 
0<5 一 3 2 < 之 1， 而 5V 2 一 3 二 1 

380。 如 果 第 一 行 中 的 数 是 aj 之 qz 之 "之 qm 之 ani1 达 和 之 aq,， 
而 第 二 行 由 数 a，,， Ci "9 Gp 9 CATY13 “9 ak 组 成 ， 那 人 么 第 
三 行 的 数 是 qi 十 qs,，azs 十 qh， …，an 十 Qs,。 设 di 天 as,。 那 么 
对 于 某 个 m 之 2，ai 一 a, 根据 条 件 ，ai1 十 as<an 十 a1, 492 十 | 
Gh aa 十 G29 Gai 十 gs ;之 Gn 十 Qi 所 以 au 和 cn G4 过 
dns ‘0 an 此 外 ai 过 dn a4 过 Gn。 我 们 找到 了 m 个 小 
于 am 的 不 同 的 数 ， 矛 秆 ， 

381。 利 用 定理 : 如 果 AB 为 荣 加 的 
定 弦 ， 而 弦 44 瑟 :的 两 端点 在 该 圆 上 滑 
动 ， 那 么 直线 44, 和 BB 的 交点 通 出 一 
个 通过 A4、B 的 图 。 

382。 答案: 24w 了 。 利 用 三 角形 
XY7Z( 图 118 ) 的 面积 表示 心 。 图 118 

383。 答 案 : 对 。 因 为 了 (一 1) =11, 而 g (一 1 ) 一 一 9. 在 
某 一 时 刻 ， 所 得 的 三 项 式 的 根 是 一 1 

384。 答 案 ; xrr: 十 2pr 一 (pr’/2R )，。 

385。 设 上 为 最 重 夸 码 的 质量 ， 而 为 质量 为 1 的 夸 码 个 数 。 那 
入 m~>h。 在 每 一 时 刻 在 天 平 两 秤 盘 上 奔 码 质量 之 差 不 超 过 &. 因 
此 ， 在 将 所 有 质量 大 于 1 的 夸 码 放 气 以 后 ， 再 放 质 量 为 1 的 秦 码 天 
平 就 会 平衡 ， 

386。 只 能 有 数字 1，3，7，9 出 现在 绝对 质数 中 。 对 于 任何 
M， 数 MM 十 1379，M 十 3179，M 十 9137， M++7913， M+ 二 1397， 
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MM 十 3197 或 M 十 7139 都 能 被 7 较 除 。 忒 盾 .。 

387。 和 人 答案 ， 7 二 9,， Jy 二 0; 7 二 4，4Y 二 2，。 

388。 如 果 点 村 位 于 三 角形 PQR (Mx¥P) 内 部 或 边 上 ， 那 
么 MQ 二 MR<PQ 十 PR。 原 不 等 式 只 须 对 4B8==CD 的 情况 进行 
证 明 厌 可 以 了 . 

389， 签 案 : lim x 二 0 ( 当 # 之 1 时 ， | zi | < (2)") . 


390。 考 察 1985X1986 个 格子 的 械 盘 ， 它 包含 1983 X 1984 个 
格子 的 棋盘 且 与 它 有 园 一 中 心 。 与 写 有 一 1 的 所 格 相 邻 的 黑 格 位 
于 象 这 样 运动 所 走 过 的 封闭 轨迹 上 :， 它 沿 着 大 的 棋盘 移动 ， 通 过 
对 角 线 不 多 于 1 次 ， 并 且 仅 当 到 了 棋盘 的 边界 才 改 变 移动 的 方向 
在 1985 x 1986 个 格子 的 棋盘 上 没有 这 样 的 轨迹 。 

391。 经 过 4 次 变换 后 ， 所 有 方 格 中 的 数 都 变 成 1， 

392。 人 伏案 ，ln1.01>2/210。 当 xz>>0 时 ， 国 数 g 一 In(C1I 十 2) 

人 ， 

一 和 5 递增 . 

393。 答 案 : r==rirzrs/ (rirz 一 rars 十 rira)。 

394。 这 样 的 截面 是 平行 四 边 形 或 中 心 对 称 的 六 边 形 ， 它 的 
周 长 不 小 于 4a。 考 察 正方 体 的 展开 图 即 能 得 证 ， 
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395。 设 41，Bi!，、C1 是 给 定 三 角形 48C 各 边 的 中 碎 , 而 0 是 
三 角形 外 接 图 的 中 心 。 线 段 041，0B,，0OC1 把 六 边 形 分 成 平行 
四 边 形 。 因此 六 边 形 的 面积 等 于 三 角形 41B1C1 面 积 的 两 们 ， 

396。 管 案 : 存在 ， 设 wn 是 R 位 数 ， 它 用 m 个 1 和 若干 个 零 写 
成， 县 SC ) 二 m*。 那么 对 于 数 mi 二 10"+1n 十 1 其 中 是 % 的 数 
字 的 个 数 ),s (1 ) = 二 m 十 1，s (ni1)== (m+1).。 

397。 答 案 :， 16. 所 有 王 棋 都 应 该 位 于 其 中 心 与 3X 8 棋盘 的 中 
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心 重合 的 6 x 6 模 盘 中 。 
.398。 答 案 ，# 种 颜色 。 设 4, 8，C 是 三 个 相 邻 的 顶点。 线段 
BA, BC, AC 以 及 从 B 所 引 的 一 3 条 对 角 线 中 每 两 条 都 没有 公共 


氮 。 其 次 ， 应 该 把 所 有 的 边 以 及 与 边 4B 所 成 的 角 分 别 是 2 180- 


(上 二 0，1，2，…，? 一 1 ) 的 对 角 线 涂 上 ?种 颜色 中 的 一 种 ， 

399。 设 S$S1(《O) = 二 O01;。 利 用 Si 的 对 称 性 和 关于 点 0 的 旋转 ， 
点 O 可 以 变换 成 以 Qi 为 圆心 、r 二 O00 为 半径 的 加 % 上 的 任 意 一 
点 。 圆 o 可 以 变换 成 图 119 所 示 的 任意 一 个 圆 . 当 围 绕 扩 OO 作 旋 检 
时 ， 一 连 串 的 圆 盖 住 整个 平面 


图 119 图 120 
400。 有 两 个 。 如 果 有 满足 条 件 的 三 个 点 ， 那 么 其 中 某 两 已 
位 于 点 x 二 一 6/2a 的 同 俩 ， 剩 下 的 工作 是 估计 [y(x1) 一 y(x:) | 。 
401。 符 案 ，d = 20( 图 120)。 如 果 d< 20， 那 么 20>d 一 2(e 十 
有 矶 十 a 十 e 十 1 十 R2P2(e 十 月 十 10， 因 此 e 十 ji 委 4. 同 时 可 认为 e< 
因此 或 是 e 二 !，h 二 3， 或 是 e 一 1， 上 一 2。 两 种 情况 都 导致 矛盾 。 


402。 设 9， 一 好 十 二 站 对 于 充分 大 的 EC m 之 k ) 有 不 


” 答 式 $ ,之 k 一 二 Si 一 S-<8 一 m 一 二 


403。 答 案 : Zz 二 zm，y 二 zn(m，n€2 ) 。 由 条 件 得 
| sinz | + | siny | < | sinz | . ”| siny | . 


404。 设 O 和 人 是 平面 上 的 任 意 两 把， z 二 OX。 根据 条 件 得 
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8 十 El 一 720， ac 十 ol 一 25， c+ei=2d, d+di=24, 解 这 方程 
组 ,得 向 量 a, bP,，c，d，<. 

405。 如果 [ 二 2'. gq( 9 为 奇数 ) 是 给 定数 列 的 周期 ， 那 么 当 
qd 二 4m 十 3 和 之 p 十 ?2 时: 1 一 G ”一 ay 7 一 0 了 矛盾。 当 g 一 4f 十 1 
时 : 1 二 gaz 4 二 qz44+37 二 0， 也 导致 予 秆 ， : 

406。 如果 所 有 给 定 的 直线 两 两 平行 ， 结 论 显 然 成 立 . 设 m, ， 
Hissg “sy 1m% 为 有 k 条 边 的 涂 色 区 域 的 个 数 ， 那 么 my< 委 1。 此 外 ， 
每 条 直线 被 其 它 直 线 分 割 成 至 多 2 个 部 分 (线段 或 射线 ) ， 困 此 
所 有 直线 至 多 被 分 皋 成 巡 个 部 分 。 因 此 2mz 十 3ms 十 … 委 到。 最 


2 san. 
后 ,ma 十 ms 十 十 ms 十 … 必 轩 十 22 二 1)， 


407。 设 A4 和 8B 分 别 是 盒子 的 底面 和 盖子 的 颜色 ， 正 方 体 某 两 
个 相对 的 面 涂 上 别 的 颜色 C 和 D， 其 余 两 种 颜色 设 为 E 各 下 ,把 正 
方 体 这 样 放 入 盒子 里 : 使 涂 D 色 的 那 面 落 在 盒子 底面 ， 而 正方 体 
涂 2 色 的 那 面 紧 贴 着 盒子 涂 f 色 的 一 面 . 

408。 三 角形 A,MN，A,;A;N 和 NAsO 是 等 且 三 角形 . 

. . 409。 如 果 按 n(n 之 1 ) 次 按钮 得 到 的 数组 是 (a.，b,，c，， 
d，) ， 那 么 os 十 bs 十 cs 十 d, 二 0， 且 a? 十 B2 十 c? 十 d? 守 2. ( a?-i 
十 b2 1 十 cz 十 dx- )。 : 

”410。 每 一 项 | ec 一色 | 《二 1，2，…，1?) 等 于 -一 个 大 于 7 
的 数 与 一 个 不 超过 n 的 数 之 差 。 因 此 

| a 一 91 | 十 … 十 | a 一 5, | 二 《rn 十 1) 十 (nt+2) 十 … 

和 :29 一 《1 十 2 十 … 十 42 ) 二 nn2，。 

411。 管 案 ; 涂 了 色 的 小 正方 体 的 个 数 是 60，72，84，90， 
120 这 五 个 数 之 一 ， 设 长 方 体 的 大 小 为 mXnxk (kn<m)， 未 
涂 色 的 小 正方 体 的 个 数 是 (m 一 1)(n 一 1)(k 一 1)。 依 条 件 ，mnk 
二 2(m 一 1)(n 一 1)(k 一 1)。 故 得 2 过 k<<5。 余 下 的 工作 是 当 k==3 
和 k=4 时 ， 求 关于 m 和 nn 的 方程 的 整数 解 ， 
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412。 天 是 点 C 关 于 点 书 的 对 称 点 ， 它 位 于 经 过 .4 的 圆 上 ， 并 
且 4K MD 为 平行 四 边 形 , 因 此 三 角形 4KM 全 等 于 三 角形 AMD. 


413。 设 位 于 网 格 中 相 邻 两 结 点 4、8B 9 
外 的 数 为 a 各 bla<8).。 如 果 从 4 运动 到 _ 
已 ， 则 画 一 个 指向 4B 左 侧 的 小 箭头 (图 A 
. 121 ) 。 图 121 

恕 果 在 三 角形 项 点 按 顺 时 针 方 向 递增 地 写 数 ， 那 么 在 它 的 内 
部 有 两 个 箭头 。 如 果 按 逆 时 针 方 向 ， 则 有 一 个 。 设 第 一 种 类 型 三 
角形 的 个 数 为 np， 在 六 边 形 内 部 的 篇 头 个 数 尽 等 于 20 十 24 一 1 一 8 
十 24。 剩 下 的 工作 是 指出 六 之 31 (在 内 部 线段 一 侧 的 箭 关 有 30 

414。 答 案 : 3。wz 十 1 一 1=Z/〈《 wz 十 1 一 1 ) ， 因 此 当 
z 之 一 1 时 ， 分 式 等 于 wz 十 1 一 1 


415。 答 案 : 5 一 。 

416。 如 果 算 形 的 边 长 < 和 0 ( zy ) 满足 不 等 式 xy>m 和 zx(y 
一 1 ) <m， 则 这 个 矩形 适合 条 件 。 对 于 任何 mm>>12， 当 和 一 居 时 ， 
这 方程 组 有 解 z=k 一 1，y=h 十 2; 当 居 <m<RLCR 二 LI 时 ， 
=k, y=k 二 1; 当 m 二 kh《k+1 ) 时 ，z 一 k 一 1，y==k 十 3; 当 
k(k+1) <m< (kt+1) :NH, r=y=k-+1. 

417。 答 案 : (V3 --w2 ) /2。 考察 两 个 癌 ， 它 们 分 别 位 
主 两 个 同心 球面 (正方 体 的 外 接 球面 和 与 正方 体 各 棱 都 相 切 的 球 
面 ) 上 。 最 小 距离 等 于 两 个 球 的 半径 之 差 。 
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418。 设 zi 和 zx; 是 方程 的 两 个 根 ， 水 人 么 
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人 十 0 一 (zi 十 1) 一 (xz 十 1 )。 

419。 当 兰 色 正方 形 沿 闭 它 的 一 条 边 平行 移动 时 ， 八 边 形 兰 
边 的 和 将 不 会 改变 ， 而 当 兰 色 正 方形 和 红色 正方 形 的 中 心 重 合 
时 ， 兰 色 边 的 和 恕 等 于 红色 边 的 和 。 

420。 答 案 ; 当 BM 是 三 角形 的 高 时 ， 


421。 1 ) 能 (图 122 ) 。 , pd 
如 果 要 求 的 道路 网 存在 ， 那 么 数 ? 或 
一 2 之 一 就 是 整数 的 平方 。 四 123 


.挑选 任意 城市 4 并 把 它 称 为 “好 的 ”。 如 果 任何 一 个 城市 召 
与 4 的 路 长 是 偶数 ， 则 称号 为 “好 的 ”， 如 果 路 长 是 奇数 ， 则 称 
BB 为 * 坏 的 ”.“ 设 好 的 ”城市 有 zx 个 ,“ 坏 的 ”城市 有 y 个 (zx 十 y 二 2)， 
将 一 个 是 “好 的 ” 男 一 个 是 “ 坏 的 ”组 成 城市 对 ， 总 共有 xy 对 。 


就 是 说 ， 在 数 1，2，…， 人 "一 只 中 有 zy 个 奇数 ， 如 果 n 是 奇数 ， 


那么 ?一 于 —47y= (7—))’; 如 果 n 是 偶数 ， 那么 n 二 (x 一 y)? 十 2. 

422。 等 式 人 4 . BD= BD:A/2 不 成 立 ( 数 A4C， BD 和 BD:? 
是 整数 ) 。 

423。 设 Qi 过 Qs 之 :之 Qn_1? 其 中 al 之 3 是 奇数 ， 而 其 余 的 a 
(i 二 2，…，# 一 1 ) 是 偶数 。 设 oi 十 as 十 … 十 gar-;1 二 2k 十 1， 
ga, 二 kh， 那么 Qi 十 十 … 十 a? 二 (hk 十 1)?*。 考 察 这 样 的 数 b1 过 5b， 
之 …<<b。_1， 其 中 b1>2as 是 奇数 ， 而 b:，…， bm-: 是 偶数 ， 
所 时 7: 之 6b,a,，bn 二 s， 其 中 2s 十 1 二 bf 十 妈 十 … 十 br- i， 


要 求 的 表 的 第 i 行 和 第 j 列 处 的 数 是 ?569. 
424。 1 ) 设 O; 和 O: 是 两 圆 的 圆心 ，O: 是 这 样 的 点 : 
40;0;0, 是 平行 四 边 形 ， 那 么 0 是 三 角形 4BC 的 外 接 圆 圆心。 
一 -人 > 
2 ) 答案 : 设 点 M、N 分 别 沿 O10: 方 向 平移 | 010: | 个 单 
位 ， 得 点 M*、N*。 轨 迹 是 ， 以 第 二 个 贺 的 圆心 为 圆心 、 第 一 个 
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图 的 半径 为 半径 的 圆周 除去 Ms、 NN 了 所， 
425。 用 0，1，2 三 个 数 把 网 的 结 点 标号 ，1 ) 在 任何 小 三 角 
形 的 顶点 处 都 有 这 三 个 数 ，2 ) 在 六 这 形 的 天 局 多 恒 数 0 和 和 1 《图 
123 ) 。 在 网 结 点 上 所 有 数 之 和 除 以 3 时 有 余数 2。 设 已 ，Q， 玉 是 
以 结 点 为 顶点 的 任意 正三 角形 的 项 点， 如 果 
在 顶点 忆 和 和 Q 上 有 相同 的 数 ， 那 么 在 顶点 尺 上 
也 有 这 个 数 。 如 果 在 顶点 P 和 Q 上 有 不 同 的 
数 ， 那 么 在 顶点 上 是 第 三 个 数 ， 在 任 何 情 
” 况 下 ， 在 P，Q 和 R 上 所 标 数字 之 和 必 被 3 整 
” 除 。 因此 在 任何 时 候 ， 在 未 被 涂 色 的 结 点 处 
所 标 数 之 和 除 以 3 时 有 余数 2。 图 123 
””” 426。 答案 1 和 9。 如 果 数 n= 二 m? 有 m (之 1 ) 个 因数 ， 那 么 m 
”为 奇数 (m= 二 2 十 1)， 而 n 有 &k 个 小 于 m 艾 因数 ， 因此 被 2h 一 1 整除 ， 
: 4217。 可 以 认为 cl 志 as 志 … “<adne 
不 等 式 可 由 下 面 的 估计 得 到 


一 中 
2 图 124 
2k—!1 Sk—!1 2R 一 1] 2 
人 
Gi 十 ;十 … 十 G24_1 as 十 … 十 Q241 R。 as! Gp-1 
2R < 2R <2 2 , 
Qi1 十 dz 十 "十 a2， oerit 十 ask ai 


”428。 管 案 ， 4B，AC， 人 BAC 的 平分 线 ， 三 角形 4BC 外 接 

辆 在 A 点 的 切线 , 三 角形 A4B1C 外 接 圆 在 4 点 的 切线 (其 中 Bi 是 B 
关于 A 的 中 心 对 称 点 ) 。 

429。 要 求 的 摆 法 可 重复 用 下 列 两 步 从 一 些 零 组 成 的 摆 法 得 

到 ，( 1 ) 交换 平行 于 正方 体 某 一 侧面 的 两 层 单 位 小 正方 体 的 位 
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性 ; 〈 2 ) 在 正方 体 ( 图 124 ) 的 四 个 标 “ 十 ”号 处 的 小 正方 体 
于 增加 一 个 数 ， 而 同时 在 标 “ 一 ”号 处 的 小 正方 体 上 减 去 同一 个 
数 ， 

430。 答 案 ; X= 二 3，y 二 2，Z 二 1，1n1 之 2; 7 一 6，1 一 8，2 一 4 
nn 之 2: X= 二 8， Y= 二 3，2 二 7，1 二 2， 

431。 设 0 和 0 为 给 定 的 两 点 ， 为 确定 起 见 ， 设 点 0 位 于 三 
角形 O41 A; 的 内 部 或 边 上 ， 那 么 O41 十 0O'4;,<041 十 04;， 
O’ A.~OA<1l0cm(i=3, 4, '…， 12 ) 。 

432。 管 案 ， 可 以 。 应 该 这 样 向 所 有 杯子 倒 和 牛奶 ; 一 个 杯子 
' 倒 200 克 ， 其 余 杯 子 各 倒 100 殉 。 

433。 答 案 ; 1 ) 1 2 )5000/4999。 

”1 ) 作 关 于 和 拖 形 中 心 的 对 称 变换 ， 使 涂 成 的 颜色 变 到 对 面 的 
位 置 上 。 
2 ) 考察 白色 和 黑色 线段 在 矩形 一 边 上 的 投影 ， 


434，1 ) 设 0 为 正 多 边 形 的 外 接 圆心 那么 MA,=MO++ 
O04， 并 且 在 和 式 中 只 要 在 有 偶数 下 标的 项 前 取 “ 十 ”， 其 余 项 
前 至“ 一 ” 即 可 。 
一 一 > 一 一 > 一 一 > 一 一 > 

2 ) 在 和 和 式 中 设 M 41， MAi,s, £7 ,MA 了 “+” ,MAi,.,. 
= 一 —— > ， 一 > 
闻 读 ,，…， 计 证,，, 取 “一 ”。 如 果 和 式 等 于 0 ， 那 么 
MO= ti (OAii +OAist++O0Ai—04j: -O04 —… 


一 6 丰 .,) ， 而 M 由 这 些 条 件 唯一 确定 . | 

435。 答 案 : 1 ) 当 n==3 时 ，1; 当 n 之 4 时 ， (1 一 1 ) :一 1 
2 ) n—2. 

436。 只 需要 证 明 ， 对 所 有 z， 不 等 式 | sinx| 十 |sin(x 十 1) | 
十 | sin(z 十 2) | 这 8/ 5 成立。 

437。 在 1 至 1986 的 数 中 ， 被 3 整除 的 数 有 两 个 ，729=3 各 


200 


1458 一 2 ， 3"， 除 755 TI 外 ， 通 过 求 公分 母 得 所 有 分 将 的 和 为 
分 数 5rr 5， 其 中 b 不 被 3 整除 ， 

438。 任 何 切 线 堆 去 了 具有 锐角 9 的 直角 三 角形 ,其 面积 
1 一 SOTHaNOTIS 《M2 一 1)*, 正 方形 和 三 角形 的 公共 部 分 
的 面积 S 满 足 不 等 式 S 之 4 一 3 ( V2 一 1 ) *>3,4. 

439。 管 案 [二 ] 十 1。 对 应 于 每 个 值 m 二 0，1，2，… 都 


1 
有 一 个 多 项 式 Pn(7)== 2,， (ai 十 20; )X' 与 之 对 应 ， 其 中 a 与 6b 分 


i=0 
别 是 * 一 2m 和 m 表 为 二 进 制 的 数字 。P。(z) 中 的 每 个 多 项 式 都 是 相 
容 的 ， 反 之 ， 每 个 相 容 的 多 项 式 都 与 Pa(z) 中 的 菜 多 项 式 相 同 。 
440。 设 Al1，Bi， Xi!1， 了 了 分别 为 四 闻 体 的 侧面 BXY， 
XYA, YA4B，ABX 与 球 的 切 点 ， 那 么 人 XY1B2 人 XA1B， 
人 AY1X 吕 人 4B1X 等 等 .利用 这 些 等 式 可 以 证 明 空间 四 面体 
AXBY 的 内 角 和 等 于 人 AY1B 十 人 4X1B=2 人 AX1B， 并 说 明 
/AAY1B+ 人 AX1B 不 依赖 于 和， 
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441。 Xi 二 yi=7X2 二 ys = =T10 Vio 二 9， 上 且 X1 十 XY; 十 
二 X10 二 V1 十 yz 十 … 十 Vio0。 因此 差 z1 X32 十 -十 X10o 一 Yi 一 2 一 
yio=9 (Tit TXio YY Yi ) =0, 

442。 管 案 : 1，2，4，8，16， 32. 设 21 魏 Z2 委 … 委 2Z6- 奔 
码 的 质量 。 显然 ，X1 二 1，7X2 二 2， Xs 二 4。 如 果 对 所 有 Rm， | 
x 二 2*:， 那 么 Xa+1 二 2"， 因 为 能 用 硕 码 1， 2,…,2"! 称 的 最 大 
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质量 等 于 2" 一 1 

43。 设 8 为 A1A; 和 A434 的 交点 ,三 角形 B84, 41 是 等 愿 三角 
形 ， 而 八 A,BAiw 八 A1BA,， 

444。 答 案 ; 1 ) 射击 12 次 ; 2 ) 射击 20 次 。 

1 ) 在 7X7 的 正方 形 中 ， 能 放置 12 个 不 重合 的 1X4 的 矩形 
2 ) 对 每 个 3 x 4 的 和 托 形 都 必须 射击 5 次 . 

445。2 (1 十 21987 十 … 十 ?1987 ) 一 (ni887 十 21887) 十 … 十 
(210%87 十 p1987 ) 十 2 (0 十 2 ) M 十 2，， 其 中 M 是 整数 。 

446。 答 案 ，1 ) 11 个 图 形 。 在 每 个 2x 2 的 正方 形 中， 至 少 
有 两 格 馈 盖 住 ， 

2 ) 在 7Xx7 的 正方 形 结论 是 成 立 的 。 如 果 对 (6n 十 了) Xx (6n 十 
1 ) 的 正方 形 结论 也 成 立 , 那么 在 ( 6n 十 7 》X【《 6n 十 7 ) 的 正方 形 
的 一 个 角 上 放置 (6n 十 1 ) Xx 《6x 十 1 ) 的 正方 形 ， 而 余下 部 分 可 
分 害 成 2X3 的 矩形 。 

447。 设 A!1，A;，Bil，B;,Ci,C: 是 各 边 延 长 线 与 所 引 直 线 
的 交点 。 点 B1 和 BB, 位 于 等 采 梯 形 414;C1C: 的 外 接 回 上 . 

448。 如 果 结 论 不 成 立 ， 那 么 每 条 包含 某 折线 一 条 边 的 直线 
与 其 它 折线 的 边 相交 于 内 点 ， 并 且 这 些 交 点 的 个 数 是 偶数 ， 

449 。 答 革 ， 121，241，361，481， 601。 由 Ci; 一 1 nl 十 ! 
《1 一 1，2，…， m ) ?个 数组 成 的 任意 数组 满足 条 件 ， 这 组 数 中 
的 任意 4 个 数 之 和 被 4 整除 

450。 设 玉 是 对 角 线 BD 与 CE 的 交点 。 点 4， 丈 ,万 ,天 位 于 同 
一 加 上 上， 点 4，B，C，F 所 也 位 于 同一 加 上 . / 


451。 管 案 ; = 土 亚 十 28z (hEZ). 妇 果 < 满足 条 件 ， 那 
么 cosa< 一 一 (否则 cos4a>0 ) 同样， 对 于 任意 自然 数 "有 : 


cos2"a< -二 由 此 得 | cos2"a—= | > 地 但 是 
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| cos2"a 十 地 | =2|cos2" 1a 一 了 | :| cos2" 1 十 = 
> 了 | cos2" 1a 十 了 | ， 


于 是 对 任何 


1 
| ceosa 二 二 | < 二 | cos2a+ |<… ‘<(F)" | cos2"at 


< 

和 册 此 可 见 cosa= 一 一 
452, ks= (atA)(b+B)(c+C) =abs+ABC+hR( aB+ 

sted). 

。 划 出 方 格 表 的 左上 角 的 格子 ， 然后 考虑 区 域 ， 3X3 的 
下 方形 这 入 这 不 格子 后 重 下 的 区 二 ，5 5 的 下 方形 去 控 ;X3 的 正 
方形 后 剩 下 的 区 域 : 7x7 的 正方 形 去 掉 5 x 5 的 正方 形 后 剩 下 的 部 
分 ， 等 等 。 这 样 构造 的 任何 区 域 中 的 数 之 和 不 大 于 2 . 

454。 设 全 .485C 的 平分 线 及 其 关于 圆心 对 称 的 直线 ! 分 别 与 平 
分 线 的 垂 线 交 于 点 LO 和 N， 那 么 NP=KL=LM，, PM =LN. 

455。 管 案 ; 1 ) ， 2 ) : 先 写 者 。1 ) 例如 ， 第 一 人 与 6。 
我 们 将 4，5，7，8，9，10 分 成 三 组 (4，5)，(7，8)，(9，10)。 
第 二 个 人 只 能 写 某 -一 组 中 的 一 个 数 。 以后， 不 管 第 二 个 人 写 哪 一 
组 中 的 数 ， 第 一 个 人 只 要 写 上 同一 组 中 的 男 一 个 数 即 可 . 

2 ) 考察 新 的 游戏 : 规则 与 1 ) 相同 ， 只 是 自 然 数 p 中 没有 
数字 1， 在 这 次 游戏 中 ， 如 果 第 一 个 人 有 获胜 的 策略 ， 那 么 他 马 
上 就 应 用 它 。 如 果 没 有 ， 那么 他 先 号 1， 然后 在 新 游戏 中 应 用 赢 第 
二 个 人 的 策略 。 

456。7 天 。 设 由 9 个 勇士 值班 的 天 数 为 k， 由 10 个 勇士 值班 的 
天 数 为 1, 而 且 每 个 勇士 信 了 m 天 班 。 因 此 9k 十 101 二 33m。 当 m= 二 1 
时， 无 解 ， 而 当 和 一 2 时 ，R 一 4，/! 一 3。 
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457。 如 果 有 标记 的 结 点 数 有 限 ， 那 么 把 所 有 铅 量 都 放 在 右 
土方 的 结 点 上 ， 结 果 使 y>>0 和 z>>0 以 及 一 0 的 向 量 (z，27 ) 比 其 
余 的 多 。 把 所 有 向 量 放 在 左下 方 的 结 点 上 ， 结 果 使 y 之 0 和 zx>0 以 
及 y 二 0 的 向 量 (x，y ) 比 其 余 的 少 ， 

458。 考 察 给 定 bp 边 形 的 项 点 4,_1，4，A1，A,;，A, 和 4,， 
引 对 角 线 41 43 ,A;A,，4,41, 4,.14;。 设 B1,B; 分 别 是 对 角 线 
ApA1 与 41A4、A1A; 的 交点 ， 而 Bs,Bs 分 别 是 4A,.14; 与 A414,， 
A14s 的 交点 《如果 p 二 5， 那 么 B。= 二 4。 ) 。 由 面积 相等 得 DB: 
=B,A; 以 及 A1B, = 了 BB 。 因此 41A #/ A;A,.i, 耶 慎 。 

459。 设 Ts(n) 为 ,中 所 有 小 于 (2")! 之 数 的 集合 ，NN,(m) 为 
这 个 集合 中 数 的 个 数 。7 (7n) 中 的 任 -一 数 可 表示 成 Bs 十 Bi1(2 4 
十 Ba C27)! 十 … 十 Ba-1(2" 1)! 的 形式 、 设 4,(n) 一 1 是 T,(*) 中 
所 有 数 的 系数 B。，p1，…， Pp._i 中 之 最 大 者 ， 对 任何 & (& 二 0， 
1，2，…， 1 一 1 )，(2*)! 的 系数 不 会 有 多 于 4,(n) 个 不 同 的 
值 。 因 此 ，N,(n) 二 (4,《n) )"。 剩 下 的 是 证 明 下 列 引 理 ， 1 ) 

Aii(n)EA Cn) Ni 和 (4 CW) 2) Asrlny 
<<20501997，3 ) 对 某 个 n,251D "<<(2")1 ; 4 ) 当 n 之 2 


时 ，(2”) 1 之 2*，5 ) 对 某 个 n，2" 之 (rn 十 1) 7， 
460。 1 ) 如 果 f(0)=a, 那么 /( 一 a)=0， 且 f(0)= 一 a， 
因此 f(0)=0。 
当 To 大 0 时 ， 等 式 f (zo) 二 zo 不 成 立 。 
2 ) 管 宁 : 
: | 0 当 z 二 0 了 时， 
f(z)= 1 当 4:< | z | <2 44 时， 


27 当 2 .4 和 | zl <4 时. 
61。 设 4 为 多 面 体 . 的 一 个 承 点 ， AA!,， Ad:;,， 由 44, 是 . . 
由 4 引出 的 棱 。 把 棱 44: 涂 成 蓝 色 ， 其 余 棱 涂 成 红色 ， 把 折线 
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4 .43 …4 的 所 有 边 涂 成 赣 色 ， 棱 4 42: 涂 成 红色 .依次 浴 加 桔 
涂 色 部 分 相 邻 的 侧面 。 如 有 果 在 添加 的 一 个 侧面 上 有 两 了 条 涂 色 的 
栈 ， 那 么 第 三 条 楼 可 涂 上 任意 一 各 颜色， 如果 只 有 一 条 涂 色 的 
酚 ， 那么 其 余 的 两 楼 束 分 别 洲 上 不 同 的 冲 色 ， 


1 六 _ 1 B11 -一 他 3 ,,， 
462。 (1 十 元) (1 Dn 1 一 st est 3 
其 中 a;s， as… 是 正 数 。 


第 二 十 二 届 


463。 答 案 : 23。 要 证 明 23 个 以 上 的 故事 不 可 能 都 从 具 有 奇 
数 页 码 的 页 开始 。 
“464。 解 此 题 的 关键 是 利用 三 角形 中 位 线 的 性 质 ， 
465。 我 们 将 求 形式 为 <=mn、y 二 nk.z 二 mk 的 解 ， 其 中 mm、 
n、k 是 自然 数 (这 样 所 要 求 的 整除 性 的 条 件 就 满足 了 )。 方 程 议 有 
形式 mn 一 nk 十 mk 二 1 或 者 n(h 一 m) 二 mk 一 1。 只 考 虚 使 kR 一 m= 二 1 
的 那些 解 。 那 么 k= 二 m 十 1，7n 二 mk 一 1 二 m* 十 m 一 1。 于 是 就 得 到 
了 无 穷 组 解 ， 
z=m (m+m—1), y= (m+m~—1) (m+1), 
2=m(mt+1), mEN. 四 
466。 用 41 、42: 、…、 ais 表 示 第 一 一 行 的 数 ， 用 bi、 b;、…、 
bss 表 示 第 二 行 的 数 ， 为 确定 起 见 , 设 Qj 十 @; 十 … 十 a1 6 这 bi 十 
十 … 十 pass . ( 关 
( 如 果 是 相反 的 不 等 式 也 可 类 似 地 考虑 ) 对 于 每 一 个 二 1，2， 
…，88， 用 和 4 表示 使 SC(n)= (ai 十 … 十 a, ) 一 《bi 十 … 二 bi) 之 
0 的 最 小 的 n (由 于 《类 ) 那样 的 5: 基 存在 的 )。 把 S(n;) 老 示 为 
S,、 因为 对 于 每 一 个 j，aj 志 88， 那 么 0 二 5S; 志 87。 如 果 所 有 ”都 
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不 相同 ， 那 么 其 中 必 有 0， 由 此 立即 能 得 到 此 题 的 结 论 。 如 果 S。 
一 204，k<1!， 那 么 在 记 t 二 m46，v 二 mn 之 后 ， 由 等 式 aj 十 … 十 Gy ~- 
( b, 十 … 十 中 ， ) 二 G1 十 … 十 4a, 一 ( bi 十 … 十 b1 ) 得 到 pi 十 … 十 
pi 一 airl 十 … 十 0,， 这 豆 是 所 权证 朋 的 。 

467。 答 案 m= 二 一 1989。 解 此 题 时 要 考虑 变量 到 负 值 的 情形 
并 要 说 明 函 数 单调 的 理由 ， 还 要 证 明 解 的 唯 -~ 性 . 

468。 证 明 时 主要 利用 在 邓 角 形 的 内 角 中 ， 角 大 者 其 起 效 值 
也 大 的 关系 。 

469。 假 设 可 用 所 要 求 的 方式 编制 值 日 表 。 设 根据 这 张 值 日 
表 ，9 (1 ) 班 的 学 生 更 换 了 a 次 ,9 ( 2 ) 班 学 生 更换 了 6 次 ， 那 么 
由 此 题 的 条 件 应 有 等 式 a 十 b= 二 32，29。 同 时 因为 根据 条 件 最 后 值 
日 的 应 该 是 第 一 对 学 生 ， 数 a 是 32 的 倍数 ， 而 5 是 29 的 倍数 。 所 以 
a 二 32.29 一 6b 是 29 的 倍数 。 因 为 32 与 29 互 质 ， 那 么 由 此 得 到 a 是 
32,。29 的 倍数 ， 而 因为 4 宪 0， 所 以 4 之 32，29 .类 似 可 得 2 之 32.29。 
于 是 得 到 了 与 4 十 6=32*29 矛 异 的 结 坟 。 所 以 用 所 要 求 的 方式 编 
制 值 日 表 是 不 可 能 的 ， 

470。 用 达 (1，n ) 表示 为 使 直线 /平行 于 直线 nn 而 直线 /党 沿 
反 时 针 方向 转动 的 角度 。 

引 理 。 不 在 同一 直线 上 前 点 PP、Q、R、S 位 于 同一 圆周 上 
当 且 仅 当 人 (QP，QR) = 人 (SP，SR.)《 图 125 ) 。 此 引 理 
可 由 关于 图 周 的 内 角 定 理 来 得 证 ， 


图 125 图 126 
作 AK /BC (KES, 图 126 ) 。 延长 线段 KD, 使 之 与 加 
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周 = 交 于 点 已 。 我 们 要 证 明 ， 对 于 满足 此 题 条 件 的 每 一 个 点 M， 
把 已 与 已 重合。 分 两 种 情形 ， 

1 ) 以 入 与 Po 不 同 。 因 为 点 4、K 、P。、N 都 在 圆 局 S 上 ， 
那么 人 (AK, KP,。)= 人 《人 (AN, NP。) .因为 BCY AK， 
则 人 (AK,，,，KP,))=A(BC，KP。,。). 就 是 说 人 (MD， 
DP,)=/ACMN, NP,) ? 即 点 MM 、 N、 Lo、 D 共 疝 ， 所 以 
PP,=P. 
2 ) 点 NN 与 PP, 重合 。 在 以 Po 为 中 心 、 把 太 变 为 D 的 同位 相 
似 作 用 下 ， 直 线 AP, 变 为 白 身 ， 而 直 线 4K 变 为 直线 几 MD ( 因为 
AK MD ) 。 就 是 说 点 4 变 为 点 1 . 因此 圆周 > 变 为 三 角形 
NMD 的 外 接 圆 周 。 因 为 点 Po 二 人 入 是 同位 相似 的 中 心 ,， 这 两 个 
圆周 没有 更 多 的 公共 点 ， 即 二. 

显然 ， 所 求 的 点 M 是 点 已 ,对 直线 有 BC 的 正 交 身影。 这 个 射影 
在 线段 BC 的 内 部 (一 4 为 锐角 ) 且 不 与 点 D 重 合 ， 因 为 KDC 
二 人 DKB 二 + 人 人 KBD 是 钝 角 . 

471。 点 8B、 忆 、D、C 都 在 以 0 为 圆心 、8C 为 直径 的 圆 略 
上 ， 而 由 OQO 向 ED 所 作 季 线 O 避 平分 ED, 所 以 EH=HD., OH 
是 直角 梯形 BCGF 的 中 位 线 ， 所 以 F 玉 = 及 G。 于 是 

EF=FH—EH=HG—HD=DG. 

472。 出 关于 算术 平均 和 几何 平均 的 不 等 式 得 


2 名 222 之 ,之 
S27Y + 二 2 二 2Y 十 22 
2 . 


2 -2 1 2 2 2 2 
(1+) + 二 (+) 十 


入 2 .2 
十 村 (区 和 + 一 ) +2 之 x* 十 y "十 2 十 2 一 3。 


当 z 一 =z 一 -二 时 得 S 一 w3。 所 以 3 是 所 求 的 最 小 值 、 


473。 以 A 为 中 心 、3 为 半径 的 球面 与 立方 体 表 面 的 交 线 为 3 
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条 阿 弧 ，KL、EN、NK (图 127 ) 。 点 KK 、 上 L、N 为 相应 楼 上 
和 的 中 上 点。 确实 ，AD1 = 二 v8、 LD 二 VAL: 一 A4D1Y 二 1。 炎 似 可 
证 KK 、 和 入 也 都 是 中 点 、 

， 设 点 放 为 圆 狐 尺 L 上 的 一 点 ， 且 不 与 此 弧 的 任 一 端 扩 重合 。 
考察 以 点 寻 为 中 心 、3 为 半 色 的 球面 。 点 4 在 这 个 球 画 上. 不 难 
证 明 立 方 体 的 其 余 的 点 都 在 这 个 球面 的 内 部 ， 

由 此 得 到 、， 用 长 度 为 3 的 线段 只 能 把 点 好 与 点 4 连 络 起 来 。 
因此 只 当 折 线 的 第 一 条 边 的 另 一 端 落 在 点 L、K 或 NN 之 一 时 才能 
延伸 折 绥 。 可 以 这 样 来 延伸 折线 : 从 点 KK 了 延 着 长 度 为 3 的 线 芭 到 
关 点 DD( 除去 点 4 外 只 能 到 达 点 D ) 。 类 似 地 从 点 IL 入 仅 可 到 
达 点 B 和 41， 所 有 这 些 点 都 是 立方 体 顶 点 4 相 邻 的 斋 后， 人 
折线 的 下 一 个 顶点 必 是 立方 体 一 条 楼 的 中 把 ， 再 下 一 个 顶点 是 
C、B1、 D1 之 一 .随后 的 顶点 又 将 东 狐 是 一 条 楼 败 中 成， 而 折 
线 的 第 6 条 边 的 端点 能 落 到 与 点 4 相对 的 顶 点 C1 上。 图 128 所 示 
的 情形 是 一 个 例子 。 所 以 满足 此 是 要求 的 折线 的 边 数 最 少 为 6 ， 


Ph 
i WH 1 


加 127 区 128 
474， 此 题 结 论 的 证 明 用 关于 mm 的 将 和 归纳 法 来 进行 。 当 n= 二 1] 
时 结论 成 假设 对 一 一 切 n 之 no 结论 成 立 并 来 证 明 当 n= 


它 的 正确 性 ，。 
或 基 m= 时 | 容易 看 到 所 要 求 的 分 法 是 存在 


的 。 分 三 种 情形 来 讨论 : 
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1 ) 数 m 满 足 不 等 式 m 之 2n,。。 那 么 


1) 7 十 1 
pe (no 十 MoT, 
2m ~ 4 !’ 


要 此 nw0 宇 48 一 1，n0 一 2k 守 2k 一 1 交 0。 注意 到 1 十 2 十 … 十 (1 一 
2R) 二 (1 十 2 十 … 填 0) 一 ( (no 一 28 十 1 十 … 十 N60 ) 二 hm 一 
R(200 一 28 十 1 ) 能 被 R 整 除 。 因 为 no 之 48 一 1， 则 有 


iT2 二 十 (no 一 2k) no 


一 2 十 ! 
no—2k 2 全 


如 


1 一 tt (nm 这 1 1 一 2R。 


因此 ， 根据 归纳 假设 ， 数 1、2、…、+1o 一 2&k 可 以 分 成 k 组 ， 
每 一 组 的 和 都 等 于 rm 。 剩 下 的 那些 数 no 一 28 十 1、no 一 2k 十 2、 
*、10 一 1、n6o 也 可 以 分 成 #8 组， 每 组 两 个 数 ， 且 每 组 的 和 都 等 于 
2n6 一 2k 十 1。 再 把 这 hk 组 数 归并 到 前 面 已 得 到 的 k 组 数 中 ,就 得 到 
了 所 要 求 的 分 法 。 

2 ) 数 中 为 偶数 且 满 足 不 等 式 4o 十 1< mm<27o。 

3 ) 数 m 为 奇数 且 满 足 不 等 式 no 十 1 之 m 之 2n0， 

情形 2 ) 与 3 ) 类 似 。 建议 读者 自己 去 研究 它们 ， 

注 。m 之 nn 这 个 条 件 是 必须 的 。 例 如 ， 当 n= 二 2 时 有 1 十 2==3:1 
二 1.3， 数 1!、2 可 以 分 成 一 组 ,其 和 为 3 ,但 不 能 分 成 其 和 为 1 的 3 
组 数 ， 

475。 这 一 比值 等 于 对 角 线 与 梯形 的 较 长 的 底 边 夹 角 的 正切 
值 . 

476， 用 c 表 示 新 写 的 数 ab 十 a 十 b。 那 么 c 十 1 二 ab 二 a 十 6b 十 1 
= (o+1) (65 十 1)。 就 是 说 ， 如 果 不 去 考察 黑板 上 已 写 的 数 ， 
而 去 考察 比 所 写 数 大 1 的 数 ， 那 么 每 一 个 新 写 的 数 就 等 于 两 个 已 
有 数 的 乘积 。 因 为 我 们 是 从 数 2、3 开 始 的 ， 那 么 在 若干 次 乘积 之 
后 就 得 到 形 为 2". 3" 的 数 ， 其 中 n、m 为 自然 数 。 显然 ， 那 种 形式 
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的 所 有 数 都 能 得 到 。 就 是 说 ， 在 原来 的 情形 中 只 能 得 到 形 为 
2",， 3" 一 1 的 数 。 数 13121 是 那样 的 数 ， 而 12131 不 是 。 

477。 如 果 zy= 二 0, 那 么 1 一 zy 二 1 *。 如 果 xy 天 0， 把 已 知 方程 
两 边 同时 平方 并 同时 减 去 4x'y' 得 (x 一 ys )*=47*y* 一 47"y ， 
由 此 得 

1 一 2V 一 (元 二 和 ) . 

478。 为 了 按照 此 题 的 要 求 组织 空 中 交通 ， 至 少 必须 21 个 航 
空 公司 ,因为 直达 航线 的 总 数 不 少 于 20 十 19 十 … 十 3 十 2 十 1 二 210， 
而 每 一 个 航空 公司 在 4 十 3 十 2 十 1 二 10 条 直达 航线 上 服务 。21 个 航 
空 公司 服 务 的 线路 图 见 图 129 所 示 ( 正 21 边 形 的 顶点 是 城市 ， 而 
正 2! 边 形 的 边 和 对 角 线 是 直达 航线 ) 。 第 一 个 航空 公司 服务 于 号 
码 为 !、3、8、9、12 的 城市 ， 而 其 余 的 航空 公司 服务 的 城市 是 由 


上 面 所 指出 的 一 组 城市 旋转 &*35 一 度 角 得 到 的 ，& 二 1，2，…， 


20。 此 题 的 要 求 是 满足 的 ， 这 是 因为 在 连接 号 码 为 1!1、3、8、9、 
12 的 顶点 的 所 有 线段 中 ， 正 21 边 形 的 一 条 边 及 这 些 顶 点 之 间 所 有 
可 能 的 对 角 线 各 出 现 一 次 。 

479。 只 要 证 明 下 标 为 4m 十 1 的 项 中 有 无 穷 多 个 能 被 3 整除 
的 数 即 可 。 

例如 ， 数 列 〈《c, ) 的 下 标 为 36p 十 17、36P 十 25.36p 十 33 (上 
为 自然 数 ) 的 项 是 奇 合 数 ， 

480。 由 直角 三 角形 4MM 与 CNN ,相似 (图 130) 


AM! AM_¢a 
得 CN 一 CN 一 (1) 
由 平行 线 等 分 线段 定理 有 
MIP_MbP_ oa 
PR 一 一 (2) 


由 (1)、(2) 得 
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所 以 AML4coANAC. 由 此 MPA=ANPC， 又 因为 
BP1AC, 则 LMPB= /NPB. 
。 在 用 d、c、b、a 分 别 替换 a、65、c、d 时 表达 式 


+- 后 E 不 改变 ， 而 两 个 和 a 十 6 与 c 十 d 互 换 、 因 此 ， 不 失 一 
般 性 可 假设 c 二 bc 十 df. 

在 恒等式 

b bte_ /i! _ ) 


pier i 


sadtarp™ c+d c+d a+b 
的 右边 用 较 小 的 值 六 ( ac 十 5 十 c 十 d ) 代替 6 十 c<、 并 用 较 大 的 值 


c 十 d 代 赫 因 数 c 后 ， 得 
C 1 a+b+ec+d 
c+d 5 二 5 2 c+d —(c+d) (sa 


_1 atb,ctd 1 a+b. cto 1 
= 二 .t+ > .8.etd +d_ 1 


C a+6 ctd aoa 十 5 2 


] 
一 7 
一 工 
一 2 2 
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什 w 2 一 二 是 可 以 达到 的 ， 例如 ， 可 取 a=w 2 1,，6 二 
2 一 1，C 一 2，d 一 0。 
482。 把 表格 的 行 自 上 而 下 编号 、 把 列 自 左 向 右 编 号 。 用 
GO yw 表示 将 第 : 行 加 到 第 7 列 以 及 从 第 R 列 减 去 第 行 的 运算 。 
当 我 们 对 该 表格 依次 进行 运算 
Ors Of,s ~ ON- 


之 后 ， 表 格 中 对 角 线 上 的 所 有 元 素 〈 除 在 第 ? 行 第 ? 列 上 的 一 个 元 
素 外 ) 都 等 于 0， 我 们 来 考察 运算 序列 


O 〇 yi CO、 Oi,,、 Oi,,、 Oi ,，。 


不 难 验证 ， 再 对 上 面 所 得 的 表格 进行 这 些 运 算 后 就 得 到 新 表格 : 
位 于 第 行 和 第 7 列 交点 上 的 数 等 于 0， 而 不 在 第 n 行 和 第 n 列 中 的 
其 余 所 有 数 都 不 变化 ， z 
依次 对 所 有 i 二 1、2、…、7 一 1，j 二 1、2、…、# 一 1 应 用 上 
述 运算 序列 后 ， 我 们 就 得 到 这 样 一 张 表格 ， 在 其 中 蜡 于 0 的 数 只 
可 能 在 最 后 一 行 或 最 后 一 列 。 但 是 因为 在 任何 行 中 及 任何 列 中 数 
之 和 等 于 0《 此 性 质 在 运算 过 程 中 保持 不 变 ) ， 那 么 在 最 后 一 行 
和 最 后 一 列 中 也 都 是 0。 
483 。 要 证 明 a<8《 图 131, 其 中 /为 抛物 线 在 点 4， 的 切线 )， 
为 此 只 要 证 明 tga=tg(y 一 8)<tgs. 
484。 用 第 2 个 方程 减 去 第 一 个 方程 的 10 倍 后 得 一 个 新 方程 ， 
由 此 可 得 之 20。 2 方 种 组 的 下 是 存在 站 
sinx， 一 Sinzx, = … 一 Sinzli o 一 一 1， 
Sinxl 1 一 Sinzl : 一 2 一 … 一 Sin 0 一 1 。 
485。 用 (wv、 ，) 表示 中 "的 最 大 公约 数 。 此 题 就 是 证 明 ， 
对 于 每 一 个 自然 数 *， 下 结论 成 立 : 对 一 切 自 然 数 m<z 和 AR< 


278 


-一 


(Gm, ds ) 一 30ny5) 人) 
用 数学 归纳 法 来 证 需 。 
当 # 一 1 时 结论 显然 成 立 。 假 没 对 一 切 a 生 ao 向 兴 尸 立 采 证 明 
当 n 一 mo 十 1 时 结论 也 成 立 。 
”如果 ms 和 ne 且 R<ne， 那 么 由 归纳 假设 等 式 四 成 这 。 当 到 一 民 
二 mo 十 1 时 ( 1 ) 显然 成 立 。 剩 下 只 要 考 者 R 之 一 等 于 mo 十 
1 而 另 一 个 不 超过 no 的 情形 。 为 确定 起 网 ， 设 mm 二 nc 十 1，R 志 no. 
那么 no 二 x 一 1 之 m 一 kh 二 20 一 十 1 之 1， 即 m 一 R 居 不 起 过 2 的 日 
然 数 。 因 此 由 于 (mw，R) 二 《mm 一 8，k) 及 归 织 在 设 ， 丰 有 
: Cm ky Om-ksrh) 一 ( Gm-h, ak ) 。 
所 以 为 了 证 明 当 mm 一 mn 十 1 、k 志 mo 时 等 式 @ 成 立 ， 只 要 验证 
(an, G64) 三 (as ae) ， 
由 已 知 条 件 得 a.=Q (as ) ， 其 中 
Q(z)= PAPC CF(2)) ) ) 
mn | 
是 系数 为 自然 数 的 多 项 式 . 因为 Q(z7) 二 Q(0) 十 xQ1(x)， 其 中 
0 (CD 也 是 系数 为 自然 数 的 乞 项 式 ， 那么 
(an, 4a) = (Qas), a ) = ( Q(0)+asQ i a), a ) 一 
一 CQ00), a ) = (PCPC*(P(O0)))) = (Gn 0). 
1 一 尺 凑 
486。 过 球 心 作 一 平行 于 楼 4、BC (它们 的 长 分 别 为 ge、& 
的 平面 (图 132)。 此 平面 与 四 面体 的 交 线 为 平行 四 边 形 KLMN. 
设 m 二 KL，n 二 LM。 因为 KLY 4D,，LM/1[BC， 那 么 
m_BL n_DL 
a BD’” 6b BD' 
因而 有 垩 十 于 一 1。 由 此 得 到 : m、" 中 至 少 有 一 个 不 超过 于 F 2 
但 是 完全 在 平行 四 边 形 内 部 的 圆 的 半径 r 不 可 能 大 于 该 于 行 加 边 
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图 132 
形 任 一 条 边 的 二 分 之 一 ， 因此 r<0 生 55。 这 里 的 等 号 任何 时 候 


/ 3. 。 .ab ab 4 
都 不 成 立 。 确实 ， 如 果 "2(a+b)’ 出 一 ?一 7 下 5 同时 平行 


四 边 形 KZMN 是 正方 形 。 而 因为 球 的 切 平面 垂直 于 切 点 的 半 
径 ， 我 们 得 到 ， 四 面体 的 所 有 四 个 面 都 与 牌 直 于 平面 KLMN 的 
一 条 直线 平行 ， 这 是 不 可 能 的 。 


第 一 十 三 届 


487。 此 题 的 解法 可 以 先 计算 相遇 的 总 次 数 ( 如 果 3 个 男孩 
一 次 也 未 相遇 过 ， 那 么 这 样 的 相遇 共 至 少 有 C3? 一 21 次 ) ， 然后 
计算 走 近 售 货 享 的 总 次 数 ( 为 了 第 一 次 相遇 ， 应 该 让 两 个 男孩 走 
近 售 货 亭 ， 而 对 于 以 后 的 每 次 相遇 来 说 ， 人 仍然 每 次 都 要 让 两 个 男 
孩 走 近 上 售 货 亭 ， 这 样 总 共 不 少 于 22 次 ， 这 个 数 超过 了 前 面 所 得 到 
的 总 次 数 3*7=21 ) 。 

488。 管 案 : 不 可 能 。 如 果 能 把 所 有 长 方块 摆 放 到 盒子 中 ， 
那么 它们 就 会 摆 放 得 很 紧密 〈 由 比较 容积 可 得 出 这 个 显然 的 事 
实 ) 并 且 能 用 其 3X 3 或 3X 1 的 侧面 紧密 地 铺 控 成 盒子 的 大 小 为 
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7X11 的 侧面 。 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 ?x11 不 能 被 3 整除。 

489。 为 了 解 此 题 ， 只 要 利用 相应 切线 段 的 长 度 相 等 的 关系 
(图 133 ) 得 到 下 列 等 式 : 

AM=—= AB+-+-AC—BC—AN, 
(AN=AM ), 

QR=KL—PQ—RS, 
AR=AC—LC—RS, 

MQ=AB—AM—BK ~ PO. 图 133 
”然后 再 验证 等 式 4M+QR=AR 十 MQ， 它 保证 是 四 边 形 4MQR 
”有 内 切 剧 . 

490。 管 案 : 1989. 用 枚 举 法 来 解 此 题 。 首先 分 别 到 d 二 10、 
11、12、13《 但 是 ， 在 这 里 最 好 利用 关系 

dd-i= (di+d, +d, ) .d,s 之 ds*ds=N, 

关 此 立即 得 到 d= 二 13,， ds 二 d, 十 ds， N= (d;+14) :ds ) ， 
然后 分 别 取 d; 二 2、3、5、7、1!1， 由 此 唯一 得 到 d; 二 3，d;, 一 9， 
N=9.13.17. 


be] 


”491。 此 题 对 9 年 级 来 说 是 最 容易 的 。 可 以 把 硬币 分 成 4 堆 
各 500 个 ， 并 根据 重量 来 比较 它们 或 者 用 某 些 计谋 根据 称 量 结果 
来 比较 它们 。 

492。 应 正确 地 变换 表 达 式 a*: 十 6 十 c: 吓 4abc 一 1/2(a 十 6b 十 
c 二 1 二 2p ) ， 如 果 把 它 化 为 一 8p ( p 一 a ) Xx (p 一 6b) X(p 一 0) 的 
形式 并 且 应 用 三 角 不 等 式 ， 那 么 表达 式 的 符号 就 能 容易 确定 。 

493。 我们 只 解 2 ) 这 道 对 9 年 级 来 说 最 难 的 题 ( 当 m= 二 =n 时 
1 ) 是 2 ) 的 特殊 情形 ， 自 然 它 可 有 更 简单 的 解法 ) 。 记 


G=S pcp, b=S /ico, C 一 45D， 


i {i 
d=S 0 一 -一 一 一 -一 ~ 


S 一 9 48pcp， 六 一 41B， 一 Drc， 
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一 94KHD， ti 一 OKkascws (图 134 ) 。 Cc 
那么 在 考察 了 具有 公共 捕 边 或 高 的 


不 同 三 角形 并 把 其 中 需要 的 图 形 组 合 后 
就 得 到 Kk | 
p=ac+pd, a=aat+ pb, 4 - “ 


r=ap--bc, t=ag+tpbd, 图 134 
cp SS appa 
y 9 KNM 1 * 


SkLxM = 


注意 到 a 十 A 二 1， 所 要 证 的 不 等 式 


_appa ab 
SkLMN = rf sa 
就 归结 为 验证 下 列 关 系 : 


a (abt+cd~ac) + (b+bd+d’:~ad~—bc ) >0, 
ab+cd—ac—bd=(a—d)(b—c)=(s~—c—d)’ 之 0, 
ab+bc=(ga+c)(b6+d)—(ab+ced)<s:—bd=6?+bd+tda’. 
494。 管 案 : 1 。 此 题 被 认为 对 9 年 级 来 说 是 最 好 的 试题 。 

为 了 解 此 题 必须 作 以 下 两 步 : 

1 ) 用 若干 个 2x2、3 x3 的 正方 形 以 及 利用 恰好 一 个 1X 1 的 
正方 形 组 成 一 个 23 Xx 23 的 正方 形 ( 例如 ， 从 23 X 23 的 正方形 中 藤 
去 一 个 中 央 的 单位 小 正方 形 后 ， 就 可 把 剩 下 的 部 分 剪 威 4 个 11X 
12 的 矩形 ， 其 中 每 一 个 首先 可 分 成 2xX 12 和 9 X12 的 矩形 ， 然 后 再 
相应 分 成 2x2 和 3 x 3 的 正方 形 ) ，. 

2 ) 证 明 非 有 1 Xx 1 的 正方 形 不 可 。 这 里 是 一 个 参赛 者 的 证 
-了 明 。 把 23 x 23 正 方形 的 行 接连 编号 并 把 号 码 为 1、4、7、*…、22 
的 行 涂 成 所 色 ， 而 把 其 余 的 行 涂 成 黑色 。 那 么 任何 2X 2 或 3X3 的 

正方形 都 将 包含 偶数 个 黑 格 。 所 以 只 由 那样 的 正方 形 组 成 23 X 23 

的 正方 形 是 不 可 能 的 ， 因 为 23 X23 的 正方 形 包含 奇数 个 黑 格 ， 
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495。 答 采 : 7。 此 题 对 10 年 级 来 说 最 容易 。 像 通常 那样 ， 参 
赛 者 在 解 此 题 时 接连 取 值 * 王 1，2，…，7 且 同时 有 各 种 各 样 的 计 
算 钳 误 (甚至 有 人 不 设法 说 明 n< 7 时 不 适用 的 理由 ) 。 只 要 注意 
到 原 方程 等 同 于 双边 不 等 式 

10"。0.0005025…<<Cz<10" .0.0005027……， 
它 只 当 n 之 7 时 有 整数 解 x， 

496。 此 题 的 解法 可 归结 为 : 如 果 O 为 三 角形 4DE 的 外 接 圆 
的 圆心 ,那么 DOF =2~A4=r 一 -DEREF( 见 图 135 ) ， 因 此 
点 OO、D、EB、F 在 同一 圆周 上 且 ADEO=ADFO= 人 人 FDO= 
FEO. 

”497。 只 要 注意 到 ; 分 别 以 B、D 为 端点 的 两 个 球面 的 直径 有 
公共 端点 G， 而 这 两 条 直径 的 中 点 对 获 AE 和 CE 的 投影 正好 是 它 
们 的 中 点 《图 136 ) ， 所 以 点 8、G、D 对 直线 4C 的 投影 相应 地 
与 点 4、E、C 等 距 。 / i 


z : 图 135 图 136 
498 。 答 案 : 可 以 。 人 参赛 者 认为 这 是 最 好 的 试题 。 游 客 行走 
的 正确 原则 在 于 ;， 当 他 们 仍 处 在 同一 海拔 高 度 上 时 ， 两 个 人 始终 
不 能 改变 自己 在 折线 上 的 行走 方向 ,但 是 要 证 明 此 原则 能 使 游客 
达到 目的 不 能 以 游客 相遇 前 不 断 地 接近 为 前 提 。 游 客 的 行走 能 终 
结 于 折线 相对 端点 上 的 证 明 以 下 列 设想 为 基础 : 
1 ) 游客 的 行走 是 单 值 地 被 确定 的 且 可 北 ( 即 如 果 让 两 个 游 
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各 从 某 一 地 点 往 回 走 ， 那么 他 们 况 能 准确 地 困 相反 的 方式 通过 日 
已 所 走 过 的 全 部 路 程 ) 。 

2 ) 任何 一 个 游客 都 不 能 回 到 上 自己 的 出 发 点 。 否则 ， 另 一 个 
游客 就 会 与 他 同时 回 到 自己 的 出 发 点 ， 这 就 是 说 ， 由 于 行走 的 可 
逆 性 和 单 值 性 ， 两 个 游客 就 会 在 中 途 的 某 地 同时 改变 自己 的 行走 
方向 ， 这 是 不 可 能 的 ， 

“” “3 ) 游客 的 行走 不 能 无 限 长 地 继续 下 去 。 否则 ， 他 们 的 位 置 
和 行走 方向 又 一 次 不 可 避免 地 重复 ,因此 返回 的 行走 不 是 单 值 的 。 

499。 此 题 的 解法 多 种 多 样 ， 但 据 我 们 看 来 ， 下 面 这 个 解法 
最 好 。 把 棋盘 从 角 上 的 白 格 开始 用 数 1，…，8 把 直行 和 横行 纺 
号 ， 那 么 棋盘 上 的 每 个 格子 就 都 有 两 个 坐标 ， 对 于 日 格 来 说， 这 
两 个 坐标 的 和 等 于 偶数 ， 对 于 黑 格 来 说 ， 这 两 个 坐标 的 和 等 于 奇 
数 。8 个 棋子 所 在 的 8 个 格子 的 坐标 之 和 是 偶数 2 ( 1 十 … 十 8 ) ， 
因此 在 这 8 个 格子 中 只 可 能 有 偶数 个 : 园 格 . 

500。 解 此 题 的 关键 是 作 平 行 四 边 形 4B, 4,C,， 其 中 4 属于 
线段 BC ( 图 137 ) 。 注 意 到 点 4 、B,、C 1 和 A; 在 同一 同 周 上 ， 
由 此 得 到 人 41B1C! 二 人 C。 更 准确 地 
说 ， 必 须 研 究 3 种 情形 

1 ) 点 4; 在 4, 各 CC 之 间 ， 如 图 所 示 ; 

2 ) 点 4; 在 41 和 8B 之 间 ， 这 与 1 ) 
类 似 

3 ) 点 41 与 4; 重合 ， 此 时 41、 DB 
ti 是 三 角形 4BC 各 边 的 中 点 。 -图 137 

”501。 管 案 : n= 二 3。 此 题 的 难点 显然 不 是 验证 当 n==3 时 所 描 
述 的 可 能 性 ， 而 是 证 明 当 ”之 3 时 的 不 可 能 性 。 

设 A1， "sy 4, 是 所 有 的 标 鸟巢 ， 用 f(A4;) (i=1， +, n ) 
表示 术 鸟 从 巢 4; 也 飞 落 到 的 新 江 。 那 么 1 (f (41)),…,f(f(4,)) 
是 再 次 飞 落 的 新 巢 ， 它 们 按照 起 初 的 顺序 排列 着 ( 因为 此 时 这 些 
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鸟巢 两 两 之 闻 的 距离 与 最 初 的 距离 相等 ) ， 所 以 对 于 每 一 个 有 
1(f(4;))= 二 A;。 即 映射 1 或 者 使 集 44; 原 地 未 动 ， 或 者 使 4; 与 男 外 
某 一 个 集 互 换 位 置 .现在 假设 集 的 个 数 不 小 于 4 ， 那 么 在 其 中 一 
定 存在 两 对 第， 贞 射 把 它们 变 为 自己 并 保持 它们 两 两 之 间 的 起 
初 的 距离 不 变 。 这 就 是 说 这 些 策 之 间 的 距离 的 不 等 关系 保持 不 
变 ， 这 与 此 题 的 已 知 条 件 予 厦 ， 

502。 此 题 有 多 种 解法 ， 方 法 之 一 是 先 把 120 个 五 位 数 分 成 
24 组 ,每 组 中 是 5 个 “循环 ” 数 ( 形式 为 abcde，bcdea，cdeab， 
deabc，eabcd ) ， 这 24 组 数 再 分 为 若干 组 互 为 “有 反 序 ” 的 数 ( 
例如 ， 与 上 面 的 5 个 数 反 序 的 数 是 :; edcbe, aedcb，baede， 
cbaed，dcbae ) 。 可 以 验证 ， 互 为 反 序 的 两 级 5 个 数 有 相同 的 平 
方 和 。 然 后 再 把 它们 分 归 不 同 的 两 组 后 就 得 到 了 所 要 求 的 分 法 、 

503。 管 案 ，1 ) 存在 ，2 ) 不 存在 。 1 ) 的 解法 通常 是 
研究 形 为 

a+0"=(1+y)"+(— yp)" m+hy(m. knEZL, n>1, kA»0 ) 
的 数 在 7 取 土 V3， 生 V3 纪 ，… 之 一 时 的 无 理 性。 至 于 2 ) ， 当 
ab 交 0 时 (其它 情形 要 简单 得 多 ， 在 这 里 没有 指出 ) ， 数 a 十 5 的 
有 理性 由 c" 十 六 (2 >>1 ) 的 有 理性 以 及 恒等式 

20202 一 (a?+b? ) 2 一 (a* -+b* ) ， 
arb’(atb)= (as+bs ) (az 十 b2 ) 一 (as 十 b5 ) 

504。 证 明 下 列 结论 为 根据 :在 依次 应 用 "个 系数 为 R=1/2. 关 
于 点 41,02、…、0s€ [0，1] 的 同位 相似 后 , 数 轴 上 的 线段 [0， 
1] 变 为 2 条 线 侦 (它们 的 长 度 等 于 久 且 证 满 了 整个 线段 [0,1] ) 
之 一 ， 即 在 二 进 制 记 数 法 中 左 端点 为 0%、a，…aza1 的 线段 ， 

如 把 天 花 板 想象 为 公 标 平面 上 的 正方 形 (0， xf[0o,1j， 刚 把 
上 述 结论 应 用 到 这 个 正方 形 对 坐标 轴 的 射影 ， 可 利用 n==8 个 关于 
正方 形 顶 点 的 同位 相似 把 正方 形 与 包含 在 其 中 的 映 蛛 一 起 变换 为 
预先 指定 的 、 对 角 线 为 wA"<0.01 且 含有 苍蝇 的 小 正方 形 中。 
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505。 用 “经典 ”的 方法 解 此 题 要 更 好 些 . 考察 三 角形 
EFG， 它 是 由 三 角形 了 CB3' 平移 同一 个 向 量 DC 得 到 的 (图 128) 

那么 在 系数 为 2>、 中 心 为 D 的 同位 相似 下 线段 BC、B'C、A'D 的 
中 点 变 为 网 一 直 袋 上 的 点 已 、G、4/， 因 为 B414D， 人 4FC= 
二 CEFG= 林 CC4C4'=A4F4'( 最 后 的 等 式 成 立 是 因为 民 


已 、4、4 /在 以 C 为 圆心 的 同 -圆周 上 ) 。 
” 506。 斯 求 的 多 边 形 M,(n EN) 可 以 认为 由 n 个 大 小 为 ?1 
的 矩形 木 块 组 成 ， 见 图 139 所 示 、 


Ey 


图 138 图 139 
先 把 一 矩形 块 水 平 放 着 ( 即 图 139 中 的 M， ) ， 接 着 再 把 矩形 
块 交 替 地 贴 到 所 得 图 形 右 上 角 的 两 侧 ( 先 上 侧 、 后 右 侧 ) 而 组 成 
拼 块 地 板 的 形状 。 现 在 必须 证 明 上 面 所 得 到 的 多 边 形 MM, 能 够 正 
好 用 9, 二 n 种 方法 分 成 2 x 1 的 矩形 块 。 : 
确实 ，ai 一 1 且 cul 二 4, 十 1 成 立 ， 因 为 或 者 可 以 如 同 在 作 和 多 
边 形 MM. 时 贴 上 最 后 一 矩形 块 那样 用 一 个 矩形 块 贴 到 训 , 的 右上 角 
而 得 到 A 以,? ， 或 者 用 类 似 于 得 到 .的 左下 角 的 方法 用 一 矩形 块 
贴 到 太 , 的 右上 角 而 得 到 M ri 。 
507、 答 案 :; 2 。 先 得 到 下 面 这 个 信 计 : 


z+) (yt)= (7 + 十 2)8 十 zz 一 二 十 z2Z2。 
还 必须 验证 在 已 知 条 件 下 所 得 估计 的 等 号 可 能 成 立 ( 例 如 可 取 
2856 : 


7Z =>=1，8= 一 ww2 一 1 )。 

508 。 如 果 把 箭头 的 起 点 任意 放 到 多 面体 的 校 上 ， 那 么 奇数 
项 点 ( 即 有 奇数 个 箭头 指向 它 的 顶点 ) 的 个 数 可 以 逐步 减少 2， 
只 要 每 -次 沿 着 连接 两 个 奇数 顶点 的 任意 路 线 上 改变 箭 凑 的 方向 
.就 可 以 了 。 最 后 不 可 能 遗留 下 一 个 顶点 ， 因 为 箭头 的 总 数 与 楼 的 
总 数 相 等 ， 是 一 个 偶数 ， 

509。 答案 ; 不 存在 那样 的 函数 。 证 明 ， 若 当 n 之 2 时 在 所 给 
函数 的 值 中 能 找到 -- 个 最 小 值 f(no)， 就 会 有 下 列 了 矛盾 不 等 式 ， 
f(no)=f(fno 1))+f(f (no 二 1)) 守 1 十 f (10), 

因为 f(no 十 由 之 f (10) 之 1 十 1 二 2， 

510。 此 题 对 10 年 级 来 说 是 最 难 的 题 。 为 了 解 此 题 只 要 考察 
所 有 等 分 线 〈 它们 不 一 定 相 交 于 一 点 ) 并 且 注 意 到 ， 每 两 茶 “ 相 
邻 ” 的 等 分 线 4D 和 和 BC， 如果 它们 相交 ， 就 构成 蝴蝶 式 领 结 
ABCD， 即 由 三 角形 40B 和 三 角形 COD 与 它们 在 公共 点 0 处 的 
角 a 和 构成 的 图 形 (图 140 ) 。 由 3408 二 Scop 得 到 
—AD. DBCsine 4. 


4 BCD<~ TT 


: 如 果 现 在 沿 着 多 边 形 的 边界 按 等 分 线 4DD 从 端点 4 到 另 一 端 
点 DD 的 固定 方向 移动 ， 那 么 ， 首 先 ， 所 有 暗 蝶 式 的 领结 将 逐一 被 
查看 ; 第 二 ， 它 们 的 总 面 积 小 于 zz/4; 
第 三 ， 这 些 蝴 蝶 式 的 领结 能 “ 盖 住 ” 多 
边 形 的 任意 点 M (最 后 这 个 不 十 分 简单 
的 结论 可 证 明 ， 其 思想 是 ;点 M 不 在 射 
线 #DD 和 DA 的 同 侧 ， 因 此 存在 “ 相 邻 ”人 \ 
的 等 分 线 FG 和 和 EH， 使 点 M 也 不 在 射 A 
线 FG 和 EH 的 同 侧 ， 即 在 图 140 中 所 示 ce 
的 蝴蝶 式 领 结 E&FGH 中 ) 和 149 
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附录 


题 分 类 索引 


本 索引 是 根据 解 题 方法 和 试题 内 容 两 个 特征 进行 分 类 的 ， 


1i1、 归 纳 法 


在 证 明 与 任意 自然 数 有 关 的 命题 时 ， 使 用 的 方法 是 数学 归纳 
法 : 如 果 验 证 当 n 二 1 时 命题 成 立 ， 假 设 对 n= 二 =k 命题 成 立 ， 由 此 得 
出 对 n= 二 十 1 命题 也 成 立 ， 那 么 命题 对 一 切 自然 数 成 立 。 归 纳 法 
还 有 另 一 种 形式 如果 验证 当 n 二 1 命题 成 立 ， 假 设 对 一 切 &<<n 命 
题 成 立 ， 出 此 得 出 对 k= 二 1 命题 也 成 立 ， 那 么 命题 对 一 切 上 自然数 成 
立 。 有 时 归纳 法 不 是 从 rn 二 1 开始 ， 而 二 从 wn 二 0 或 从 某 个 4 二 n。 开 
始 。 归 纳 法 原理 等 价 于 公理 : 在 任何 自然 数 的 集合 中 有 最 小 自然 
数 ( 见 第 11 题 ) 。 

各 兵法 的 方法 在 证 明 过 程 中 入 入 不 是 那么 明显 例如 用 归纳 
法 来 证 明 等 式 

1 十 3 十 5 十 十 (27 一 1 ) = 
时 ， 要 先 检验 它 对 n 二 1 成 立 ， 然 后 再 进行 如 下 计算 (“ 归 纳 步 
又 ” ) :如果 1 十 3 十 … 十 (2k 一! ) 二 k*?， 那 么 1 十 3 十 … 十 (2k 一 
1 ) 十 (2k 填 1 ) 二 8 十 2k 十 1 二 (十 1 ) ?实质 上 可 把 这 些 步 写 
在 一 起 / 
1 十 3 十 5 十 … 十 (2n 十 1) 
二 十 (4 一 1 ) 十 (9 一 4) 填 十 ((n+1)* 一 n?) 
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一 (1 十 1 ) “。 

Ni5，15，26，36，39，52，72，76，77，90，97， 
100，102，110，113，120，137，142，144，148，164， 
176，179，181，183，193，203，210，218，223，229 ， 
231，240，246，248，260，267，345，367，396，446，， 。 

大 于 多 重 二 等 分 除法 的 试题 有 

如 155，200，277，474，485。 


2 、 整 数 、 整 除 性 


”在 关于 整数 的 各 种 试题 中 利用 了 与 整除 性 有 关 的 基本 概念 和 
定理 。 每 一 个 整数 a 可 以 除 以 -一 个 自然 数 带 有 余数 , 即 可 表示 为 形 
式 0= 二 mg 十 +r， 其 中 g 和 r ( 集 数 ) 是 整数 ， 且 0 志 r 达 mm， 

在 任意 m 个 相 邻 整数 中 恰好 存在 一 个 数 ， 它 能 被 m 整 除 。 如 
果 a 和 在 除 以 m 时 有 相同 的 余数 ， 就 说 ge 和 46 关于 模 m 可 比 ， 记 为 
形 a 三 b ( mod m ). 

如 果 g 和 6 是 自然 数 且 4 二 bg 十 r( 0r 过 5) ， 那 么 这 两 个 数 
的 最 大 公 因 子 d 等 于 5 与 +? 的 最 大 公 因 子 。 反复 利用 这 个 结 论 ， 可 
以 用 一 系列 带 余 除法 〈 也 称 为 欧 几 里 德 算法 ) 求 出 

a=bgq+r, 6=rgqi+ri, r=r192 +r2, ?1 一 r203 十 rs， 
rs Td, r=dg,72s。 
由 此 得 出 : 存在 整数 z-、y， 使 4 =az 十 by。 特 别 地 ， 如 果 数 c 和 8 
互 质 ， 即 没有 大 于 1 的 公 因 子 ， 那 么 存在 整数 z 和 2， 使 cz 十 5 一 ! 
(参看 第 168 题 ) 。 

每 一 个 目 然 数 可 用 唯一 的 方法 表示 为 质数 的 习 积 (算术 基本 
定理 ) 。 质 数 的 个 数 是 无 穷 的 。 这 个 命题 的 证 明 以 下 列 事实 为 基 
础 : 车 于 个 质数 的 乘积 与 1 之 和 有 蜡 于 这 些 质数 的 公 因 子 ， 

如 果 数 b1 ，58: ，…，5; 两 两 互 质 ， 那 么 对 于 任意 余数 rj， 
F299 “3 rs ( ORTri<b; ) ， 他 在 数 G， 使 得 a 除 以 58; 的 余数 等 于 r;， 
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a=r; ( mod b; ) ，i=!1，2，-…,，n《 中国 余数 定理 ) ， 

NO3, 9, 16, 30, 36, 42, 46, 48，51, 59, 68, 74,，85， 
88, 89, 93, 102, 107，122，137， 141, 162，190， 233， 
2504，2058，260，288，306，316，322，3562，360，371， 386， 
411, 416, 426, 436, 445, 449, 456，465，479。495. 


3 、 北 宇和 记 数 法 
在 访 及 自然 数 4 的 和 十进制 记 涩 法 4 二 ga,10" 十 gi-110"1 十 … 十 
ai10 十 ao 的 试题 中 (有 时 这 种 表示 法 记 为 a.as-1"…4aiao ) 有 各 种 
各 性 的 从 型 ， 整数 的 整除 性 、 代 数 变换 、 佑 计 。 特 别 ， 能 被 3 和 9 
驹 除 的 数 委 等 征 以 及 下 面 这 个 更 准确 的 解释 古 很 有 用 的 : 
4=asG -1…ango 以 及 它 的 各 位 数字 之 和 在 除 以 9 (或 3) 时 有 相 同 
的 余数 (其 
A (a 二 Ta.-1 十 … 十 aj 十 ao ) 
二 a,(10" 一 1) 十 a,-1(10" 一 1) 十 … 十 a1 (10 一 1) 
显然 被 9 整除 ) ， 有 时 用 g 进 制 记 数 法 求 卖 示 自 然 数 4: 
4 一 9" 十 Ga-19" ”十 … 十 ai9 十 an 
其 中 gi (0 委 C<a， :一 1，2，…， n ) 为 这 种 记 数 法 中 的 数字 。 
NO 3，21，43，54，85，88，93，122，132，139，141， 
142，144，148，168，175，197，201，244，291，294，297， 
329，354，396，430，439，502。 


4 、 有 理 数 和 无 理 数 
有 理 数 a 能 表示 成 a 二 m/n (其 中 mE€2Z，nEN)， 也 可 表 
示 成 无 限 循环 十 进 制 (gq 进 制 ) 小 数 。 无 理 数 是 十 进 制 (gq 进 制 ) 
的 无 限 不 循环 小 数 。 常 把 无 理 数 a 十 6 d (其 中 a 和 6 为 有 理 数 ， 
d 是 一 个 不 等 于 自然 数 平方 的 整数 ) 与 它 的 “ 共 斩 数 ”ca 一 vd 
一 起 研究 ， 因 为 它们 的 和 与 乘积 是 有 理 数 ， 所 以 G 土 ow d 是 整 系 
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数 的 二 次 方程 的 根 。 
NO 94，114，257，268，303，356，370，379，422，477， 
3503 。 


5 、 二 次 三 项 陈 .连续 函数 .图 象 与 方程 的 根 


在 归结 为 研究 二 次 函数 y 二 了 (x)==az?* 十 bx 十 c 的 大 和 多数 试 
题 中 常 要 考虑 它 的 图 象 。 如 有 果 图 象 与 Oz 轴 交 于 两 个 点 ( 根 ) zl 
和 zz， 那 么 在 zt 、7X; 之 间 阔 数 y 二 1(X) 的 符号 与 4 的 符 吕 相反 ， 肌 
在 区 闻 [x:，zx; ] 之 外 ， 天 数 位 与 < 有 相同 的 符号 。 同 时 ， 抛 物 线 
y= 二 f(x) 的 顶点 ( 它 的 横 坐 标 等 于 两 根 之 和 的 一 半 ) 对 应 于 函数 
y 二 (x) 的 极 值 点 。 如 果 a 宝 0， 则 有 丰 极 小 值 ， 如 果 a 二 0， 则 是 极 
大 值 . 

在 一 些 问题 中 研究 下 面 事实 是 有 益 的 : 如 果 在 区 间 [a，65J 上 
连续 的 函数 y= 二 f(z) 在 这 个 区 间 的 端点 上 的 符号 不 相同 ， 那 么 方 
程 f(x) = 二 0 在 4a、b 之 间 人 至 少 有 一 个 根 ，。 

N32, 119, 149, 157, 178, 180, 206, 228, 242， 259， 
264，269，278，299，308，339，359，383，400，418。 


6、 多 项 式 代 数 


以 数 a 为 根 的 多 项 式 P(x) 能 被 x 一 a 整除， 即 P(x) = (zx 一 a) 

Q(x)， 其 中 Q(z) 是 比 P(z) 次 数 低 1 的 多 项 式 ( 同 时 ,如果 

P(x) 的 系数 为 整数 ， 则 Q(x) 的 系数 也 是 整数 ) 。n 次 多 项 式 至 多 

有 "个 根 ( 重 根 计 算 在 内 ) 。 由 此 得 出 ， 如 果 次 数 不 超 过 n 的 两 

个 多 项 式 P(z) 和 Q(x) 在 至 少 n 十 1 个 点 上 有 相同 的 值 ， 那 么 它们 
对 应 项 的 系数 相等 。 
常用 下 列 等 式 ; 

rT" ~—y" = (zxz—y) ( za- 1 十 z"-21 十 十 ZU +y"-! ) ， 

人 2m+1 十 y2”t1 一 (2 十 切 ) (Xr ly m2 2 一 … 


29] 


ZU 1 十 V2e ) 
以 及 “牛顿 二 项 式 ” 公 式 


(全 十 1 一 2 十 Ce 1 十 C27 n— 2 #2 十 … :十 Cr 个 yy y 


其 中 二 项 式 系 数 


Ci 1 ， R=!1, 2, ***, 1, 


N 16，24，38，51，125，142，162，217，242，251， 
258, 325,，347，439，,。 


7 、 恒 等 式 .方程 和 方程 组 


在 解 方程 时 ， 除 通常 的 “中 学 ”方法 〈《 代 入、 变量 替换 、 变 
换 ) 外， 有 时 要 考虑 单调 性 。 如 果 函 数 y 二 f(t) 严格 增加 或 严格 
减少 ， 那 么 方程 f(g91)= 二 f(g92) 上 已 91 二 9 等 价 。 在 解 方 程 组 时 ，. 
几何 解释 、 考 虚 对 称 性 等 常常 很 有 用 . 

若干 试 题 与 多 元 线性 关系 式 有 关 ， 

38，63，98，146，189，194，243，2(6，292，353， 
357, 364, 414, 460, 467, 484, 509.。 


8、 不 等 式 
经 常用 到 下 列 不 等 式 
1) [ztyl<|lz[+tlyl, lz-yl>1zl—1yl 
2 ) 55< 呈 a 之 0，b 之 0; 


3 ) 如 果 al， dd, 9 0 "为 非 人 负数， 那么 
Naa Toa orto, 


Li 


( 几何 平均 与 算术 平均 的 可 西 不 等 式 ) ， 
和 4 ) 对 任 症 ai， CC29 sys Cr | 
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of 十 a3 十 十 a? 


和 


5 


( aj 十 qs 十 … 十 a, ) : 声 

5 ) 对 于 正 数 a、0， 分 式 < 二 9 界 于 < 和 卫 之 间 ( 见 第 219 题 ): 

atb a dd 

6 ) 当 X 这 0 时 ，sinrx< 之 x， 

NI19, 56, 95, 109, 113, 118, 127, 128, 130, 134, 
169，172，187，203，208，212，232，264，267，278，279， 
299，308，311，319，3251， ,335，341，346，354，357，365， 
372，375，377，392，403，427，436，452，462，472，481， 
507 。 


9 、 迪 里 赫 莱 原理 


如 果 在 个 笔 子 中 的 兔子 多 于 nk 只 ， 那 么 至 少 有 一 个 竹子 中 
的 兔子 多 于 ?只 。 在 各 种 问题 中 常用 类 似 的 想法 来 证 明 存 在 性 。 

我 们 举 出 若干 个 与 “ 迪 里 赫 菜 原理 ”类 似 的 命题 ， 它 们 常用 
于 几何 和 分 析 问 题 中 ， 如 果 若 干 个 图 形 的 面积 和 小 于 > ， 那 么 不 
可 能 用 它们 来 履 盖 面积 为 5 的 图 形 ， 如 果 在 长 为 1 的 线 段 上 有 车 
干 条 长 度 和 为 上 的 线段 ， 那 么 存在 一 个 点 ， 它 至 多 被 [LJ] 条 这 样 
的 线段 所 覆盖 ， 如 果 若 干 个 数 的 算术 平均 值 大 于 a， 那 么 在 这些 
数 中 至 少 有 一 个 大 于 a. 

N 3, 4, 12, 37, 67, 72, 78, 87, 91, 110,166，,220, 
342, 367, 444, 446., 


10、 组 合 人 论 
计算 有 限 集 合 元 素 的 各 种 组 合 的 基本 方法 是 确定 由 不 同 条 件 
给 出 的 集合 之 间 的 对 应 关系 . 


特别 地 ， 由 sw 个 1 和 0 组 成 的 所 有 有 序数 组 ( 共 2" 组 ) 的 集 
合 可 以 与 ?个 元 素 集合 的 所 有 子 集 的 集合 相对 应 。 
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会 有 R 个 1 的 那样 数组 的 集合 与 ?元素 集合 的 一 切 R 元 素 子 集 的 
集合 相对 应 。 这样 的 数组 共有 
kn ny i = 一 中 十 号 个 


pi 


kl (n—k)! 2h 
当 # 一 2 时 ， 这 是 已 知 集合 无 序 的 mn 对 ”的 个 数 : 
C2 二 n(n 一 1)/2.n 个 元 素 的 (有 序 的 ) 重 排 个 数 等 于 n!1 一 12.… < 


11， 


NG 52, 61, 76, 117, 136, 210, 231, 246,301。361, 
439，442，469，478，501， 


11、 网、 映 射 


用 点 表示 某 个 集合 的 元 素 且 用 线段 把 基 些 点 连 起 来 ， 我 们 吏 
得 到 了 离散 数学 研究 对 象 的 一 种 直观 表示 ， 它 称 为 图 :把 点 《 集 
合 的 元 素 ) 称 为 加 的 顶点 ， 线 段 〈 或 者 弧 ) 称 为 图 的 边 。 能 经 由 
边 组 成 的 道路 从 一 个 顶点 到 达 力 一 个 顶点 的 图 称 为 连通 图 。 由 边 
组 成 的 封闭 道路 称 为 环 . 无 环 连 通 图 ( “ 树 ” ) 的 顶点 个 数 比 边 
数 多 1〈 见 第 8 题 ) 。 如 果 图 的 所 有 环 的 长 度 丰 偶数 ， 那 么 它 的 
顶点 可 以 涂 成 两 种 颜色 。 使 得 同一 颜色 的 顶点 不 被 任何 一 条 梭 相 
连 。 这 样 的 图 称 为 双 时 图 . 

如 果 在 图 上 标 上 箭头 ， 那 么 就 得 到 了 有 向 图 。 有 限 集 合 4 到 
自身 的 任意 映射 1 给 出 一 个 有 向 图 ， 在 它 的 每 一 个 顶点 a € 4 上 者 
有 一 个 箭头 指向 /Ka) (〈 可 能 有 由 ac 到 ca 的 转 头 的 箭头 ， 这 对 应 于 映 
射 f 的 不 动 点 ) 。 如 果 f 相 互 单 值 ， 那 么 有 向 图 分 解 成 厂 干 个 环 
《 和 转 头 的 箭头 ) 。 

一 个 复杂 图 的 例子 是 电话 通讯 线路 图 (〈 见 第 158 题 ) 。 我们 
也 研究 楼 或 顶点 被 涂 成 若干 种 颜色 、 或 者 被 标 上 数 的 图 。 

Ww 8, 72, 79, iil, 123, 126，163，176，183， 196, 
240,271,，290，296,310,，317,，421,，461. 
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12、 奇 惕 性 , 涂 色 问题 .网 格 问题 


在 关于 图 的 问题 中 考 上 处 奇偶 性 往往 是 重要 的 。 例 如， 与 奇数 
条 棱 相 连 的 顶点 的 个 数 始 终 古 个 偶数 〈 见 第 1 题 ) 。 类 似 的 想法 
在 其 它 问 题 中 也 是 有 用 的 ， 例 如 在 解 “ 能 否 用 1 Xx2 的 多 米 诺 骨牌 
履 盖 人 缺少 两 个 角 格 的 8X 8 棋盘 ? ”这 秤 古典 问题 时 也 有 用 。 这 
对， 只 要 指出 下 面 这 一 点 就 够 了 ; 得 一 个 多 米 庶 骨 有 牌 覆 盖 两 个 不 
间 颜 色 的 格子 ( 普通 国际 象棋 的 涂 色 ) ， 而 相对 角 上 的 两 个 格子 
有 同一 颜色 . 

NO 11, 17, 33, 49, 61, 72, 85, 132, 133, 142, 143,， 
154, 184, 235, 247, 262, 233,334,374,413，,，463。 
， ”除了 奇偶 性 或 涂 色 问 题 外 ， 在 关于 格 纸 以 及 其 它 平 面 和 空间 
”的 格 点 问题 中 也 经 常 利用 各 种 几何 的 、 组 合 的 思想 及 坐标 万 法 。 
把 格 纸 作为 数值 平面 来 研究 是 很 有 用 的 ， 在 其 上 格子 结 点 契 有 整 
数 众 标的 点 ; 或 者 作为 有 个 结 点 的 正方 形 ， 每 个 结 点 的 坐标 是 
除 以 如 时 的 余数 对 (z，2 ) . 

No 91，96，111，181，199，207，208，229，2695， 275， 
295，304， 314， 349，362，397，416，425，433， 444， 446， 
457，499 。 


15、 运 算 和 不 变量 


有 些 问题 要 求解 释 能 否 借助 于 给 定 的 运算 把 一 个 研究 对 象 变 
为 另 一 个 研究 对 象 ， 这 时 求 不 变量 常常 有 效 . 不 变量 就 是 所 研究 
对 象 的 “数值 特征 ”( 或 是 在 研究 对 象 集合 上 取 某 种 值 的 函 
数 ) 。 如果 两 个 研究 对 象 的 不 变量 不 相等 ， 那 么 就 不 可 能 把 一 个 
研究 对 象 变 为 另 一 个 研究 对 象 。 在 整数 以 及 其 它 离散 问题 中 不 变 
量 常 常 是 除 以 2 (或 其 它 自然 数 ) 的 余数 ( 奇偶 性 ) ， 

如 果 所 施行 的 运算 可 送 ， 那 么 所 研究 的 集合 可 划分 为 若 于 等 
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价 类 ( 如 果 一 个 研究 对 象 能 由 另 一 个 研究 对 象 用 所 给 运算 得 到 ， 
那么 两 个 对 象 称 为 等 价 的 ) 。 

No 105, 154, 214, 233, 260, 276, 321, 425, 

在 要 求全 计 运 算 的 次 数 或 者 证 明 不 可 能 施行 无 限 次 运算 ( 比 
如 证 明 不 存在 “ 链 ” ) 的 问题 中 ， 常 第 要 找到 一 个 函数 ， 它 随 着 
运算 次 数 的 增加 而 增加 (或 减少 ) 。 

NW 5, 7, 21, 44, 151, 196, 271, 283,409. 


14、 数 字 和 整数 的 重 排 
及 变换 、 循 环 赛 


在 解 由 整数 、 字 母 、 模 子 组 成 的 有 限 序 列 以 及 它们 在 圆周 或 
表格 中 的 重 排 问题 时 ， 常 要 同时 考虑 整 除 性 、 组 合 、 估 计 、 使 用 
归纳 法 等 ， 

WwW 4，37，39，87，117，143，154，156，181，200， 
221，224，229，231，238，275，281，300，307，321，323， 
337，340，345，350，385，390，391，409，413，432，435， 
“442,. 456。 
关于 与 体育 紧密 相关 的 得 分 和 取 名 次 的 循环 赛 问题 : 

NW 28, 108, 126, 179,218, 317, 441,466. 


15、 平 面 几 何 


几乎 在 每 一 届 奥 林 匹 克 帝 赛 中 部 有 传统 的 中 学 几何 问题 ， 而 
且 试 题 还 不 那么 简单 .我 们 指出 下 列 儿 个 常用 的 几何 定理 ， 蓄 切 
角 等 于 它 所 夹 的 弧 对 的 圆周 角 ， 从 圆 外 一 点 引 圆 的 切线 和 制 线 ， 
切线 长 的 平方 等 于 这 点 到 制 线 与 圆 交点 的 两 条 线段 长 的 乘积 :从 
圆 外 一 点 向 图 所 作 的 两 条 切线 长 相等 ， 当 且 仅 当 四 边 形 的 两 组 对 
边 的 和 相等 时 它 才 有 内 切 圆 ， 圆 外 切 多 边 形 的 面积 等 于 它 的 周 长 
与 圆 半径 乘积 的 一 半 。 
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加 2，13，35，50，55，58，69，84，92，103，104， 
106, 112, 114, 115, 129, 138, 145, 152, 159, 165, 166， 
170，177，182，195，198，209，222，237，253， 305， 332， 
378，381，393，412，428，447，450，454，471，475， 480， 
489，496，500，505 . 

其 它 类 型 的 几何 问题 还 有 : 

1 ) 正 多 边 形 

NG 20, 99, 103, 127, 226, 398, 408, 434,443。 

2 ) 几何 轨迹 

NO 6，12，14，18，20，31，40，60，78，82，157，202， 
207，213，270，424。 

3 ) 几何 变换 《 旋转、 有 平移、 相似 及 其 合成 ) 

NB 6，22，45，47，73，101，112，140，147，165，182， 
198，205，222，253，259，298，309，315，373，399，414， 
460 。 

4 ) 面积 

No 12, 13, 23, 29, 53, 55, 78, 106, 147,152,，186, 
204, 261, 255, 285, 312, 327, 363, 366, 384, 395, 415, 
438，458，464。 


立体 几何 : 
解 题 时 研究 图 形 对 平面 (或 者 对 直线 ) 的 投影 常常 是 有 效 的 。 
在 这 里 我 们 要 指出 一 个 疝 未 收 进 中 学 课 本 的 定理 : 在 三 面 角 中 每 
一 个 平面 角 小 于 另外 两 个 的 和 ， . 
职 53，70，80，82，104，121，150，188，234，241， 
255，266，299，326，348，358，394，417，461， 486， 497。 
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17、 组合 几何 


这 个 名 称 涉 及 到 与 排列 、 履 盖 、 不 同 图 形 的 组 合 相 关 的 各 种 
各 样 的 估计 。 这 里 要 利用 与 图 形 在 平面 上 (或 在 空间 中 ) 的 位 置 
有 关 的 最 一 般 的 性 质 。 其 中 约 当 定理 的 内 容 是 : 任意 不 自 相交 的 
闭 折线 把 平面 分 成 内 、 外 两 个 部 分 ; 同时 从 内 部 区 域 一 点 到 外 部 
区 域 一 点 的 任意 路 径 都 与 这 条 折线 相交 而 每 一 个 区 域内 的 两 点 
可 以 用 不 与 折线 相交 的 路 径 连 接 起 来 。 我们 还 要 回忆 一 下 上 曲 集 的 
定义 : 如 果 一 个 集合 内 的 任意 两 点 连同 连接 这 两 点 的 线段 仍 包含 
在 这 个 集合 内 ， 那 么 这 样 的 集合 称 为 凸 集 。 图 形 的 凸 壳 是 包 售 这 
个 图 形 的 最 小 凸 集 :有 限 集合 的 凸 过 是 以 某 些 所 给 点 为 顶 扣 的 多 
边 形 《在 空间 中 是 一 个 多 面体 ) 。 

研究 所 给 图 形 时 常常 要 研究 它 的 r 邻 域 一 一 与 图 形 中 点 的 最 
小 距离 小 于 +r 的 点 集 。 当 且 仅 当 两 个 图 形 的 r+ 邻 域 不 相交 时 ， 两 个 
图 形 ( 特别 是 点 ) 的 距离 不 小 于 2r( 第 12、81 题 ) 。 

NWN 27, 49, 53, 64, 86, 147, 155, 156, 157,164, 
188, 202, 211, 215, 226, 227, 229, 230,，235,， 237， 249， 
255, 277, 314, 324, 338, 351, 406, 448, 461, 473， 483， 
498，504，508 。 


18、 几 何不 等 式 , 估 计 , 极 值 


在 进行 估计 以 及 用 几何 工具 证 明 不 等 式 时 ， 最 常用 的 定理 
是 ， 三 角形 的 一 边 小 于 其 它 两 边 之 和 ; 三 角形 的 一 个 角 小 于 、 等 
于 或 大 于 90”， 族 决 于 它 对 边 的 平方 小 于 、 等 于 或 大 于 两 条 邻 边 
的 平方 和 。 线 段 在 平面 或 者 在 直线 的 投影 之 长 不 大 于 这 条 线段 的 
长 ;多 边 形 在 任意 平面 的 投影 的 面积 不 大 于 多 边 形 的 面积 。 

NO 23,29,32,41,62,70,73,78,82, 84, 86, 104, 115, 121, 
124, 127, 131, 134, 135, 140, 167, 185,，191,，192, 193， 
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202，204，208，213，222，225， 261，266，269，282，290， 
297, 299, 302, 318, 320, 334, 348，355，365，368，388， 
394, 420, 431, 438, 468, 470, 488, 492，493,，510,。 


19、 向 重 
除了 最 标准 的 向 量 运算 一 一 加、 减 太 来 外 ， 还 党 利用 数 称 
uw v= | 4 | | v | cosa, 其 中 人 一 (1, v ) 。 如 果 一 


(zx, yi), v= (x, ya ) ， 那么 #0 =z1x2 十 yits、 

对 于 平面 上 (或 空 间 ) 的 任意 ?个 点 41，4 2， 本 ,他 在 叭 
一 的 点 0 ( 重心 ) ， 使 041 十 04; 十 … 二 04,=0， 

N 6, 13, 143, 193, 207, 222, 225, 234, 270，274， 
280, 293, 315, 336, 366,. 373，404，434，457。 


20、 关 于 数组 和 表格 的 
估计 与 极 值 问题 

在 许多 奥林匹克 竞赛 中 常常 遇 到 关于 有 限 数组 及 直线 上 点 的 
位 置 汐 比 较 问 题 ， 和 、 这 以 及 其 它 -5 数组 或 表格 有 关 的 其 他 函数 
0 

NO 56，77，127，232，252，283，344,354,369,377,453 。 

在 于 电 问 题 中 ， 基 用 国 方法 和 

4 ) 选择 数组 中 的 最 大 数 或 最 小 数 ( “ 极 大 原理 ” ) 

NO 5，26，44，72，109，126，128，156，160，163， 
202，219，243，246，248，283，337，343，380， 401， 409 ， 


b ) 把 数 按 某 种 次 序 排列 
NO 34, 65, 75, 153, 245, 250,346,410, 


21、 数 到 


对 于 数列 x, ， 如 果 存 在 自然 数 1 使 z,4, 二 Tz。(nEN ) ， 那 么 
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x, 称 为 周期 数列 ，t 称 为 周期 。 在 一 些 问 题 中 还 遇 到 递 扒 数列 
Xa: T+! 三] (Xs) 《其 中 /为 某 一 个 函数 )， 或 者 从 第 k 十 1 项 开始 
的 每 一 项 通过 它 的 前 & 项 来 确定 。 例 如 斐 波 那 契 数 列 1，1，2， 
3，5，…， 其 中 每 一 项 等 于 前 两 项 的 和 。 在 估计 数列 时 常 利 用 归 
纳 法 、“ 粗 糙 ?” 估计 法 和 考虑 单调 性 。 

NO 11，15，25，36， 90, 100, 113, 223, 251, 255， 
257，267，273，303，313，328，356，402，405，459 ， 

如 果 对 于 任意 2 汪 >0， 总 存在 自然 数 N， 使 对 一 切 n 汪 > 入 有 不 
等 式 | zs 一 | <s， 那 么 数 a 称 为 数列 zx, 的 极限 。 

NW 239，268，300，389，451， 


22、 游 戏 、 追 及 、 策 略 和 算法 


在 解 关 于 利用 一 系列 步 又 而 达到 某 一 目的 的 问题 时 ， 特 别 是 
在 要 求解 释 在 这 样 那 样 的 游戏 中 谁 能 取胜 的 问题 时 ， 常 要 求 写 出 


"pe 


策略 、 行 动 规则 ， 在 游戏 问题 ( 或 “追逐 >” 、“ 追 及 ”问题 ) 中 


同时 还 要 证 明 在 对 手 采 取 人 和 任何 行 动 时 所 用 的 策略 能 保证 取胜 ， 

NO 10, 57, 60, 71, 83, 91, 110, 116, 125, 168, 174, 
199，206，242，250，256，262，283，330，376， 455, 476， 
482，487，494， 


25、 有 趣 的 例子 和 结构 
在 诗 多 问题 中 解 题 最 困难 的 课 分 不 是 证 明 而 是 举 出 不 平常 的 
例子 。 
NO 123，156，202，208，230，231，244，257，263,300， 
371, 398, 401, 416, 423, 444, 446, 456, 460, 490,506, 
建立 并 研究 例子 的 试题 (常用 归纳 原理 ) 和 : 
NO 64，144，158，183，200，210，238，272，281，405。 
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